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Гл. 11. Дифференциальные уравнения. 
 

§ 1.1 Дифференциальные уравнения. 
 

Определение 1. Дифференциальным уравнением называется уравнение, свя-
зывающее независимую переменную, её функцию и производ-
ные различных порядков этой функции. 

 

Общий вид дифференциального уравнения n-ого порядка: 
 

0 )y...y,y,y,x(F )n(           (1) 
 

Порядком дифференциального уравнения называется порядок наивысшей производ-
ной в него входящей. 
 

Примеры: 
 

22  xysiny    - дифференциальное уравнение I-го порядка 
0 ysinyxcosy   - дифференциальное уравнение II-го порядка 

 

Определение 2. Любая функция )x(y  , которая удовлетворяет данному 
дифференциальному уравнению (1), т.е. обращает его в тож-
дество при замене y и его производных на )(x  и её производ-
ные называется решением дифференциального уравнения 

 

Замечание 1. Если искомая функция )x(y   зависит от одной переменной, 
то дифференциальное уравнение называется обыкновенным. 

Замечание 2. Если искомое решение получено в неявном виде, то это инте-
грал уравнения. 

График решения обыкновенного дифференциального уравнения I - ого порядка 
называется интегральной кривой этого уравнения. 

Термин проинтегрировать дифференциальное уравнение означает найти те 
или иные его решения. 
 

Определение 3. Общим решением дифференциального уравнения (1) называ-
ется такое его решение: )C,...,C,C,x(y n21  которое со-
держит столько независимых произвольных постоянных 

nC,...,C,C 21 , каков порядок этого уравнения. 
 

Если общее решение задано в неявном виде 021 )C,...,C,C,y,x(Ф n , то его 
называют общим интегралом. 
 

§ 1.2 Дифференциальные уравнения первого порядка. 
 

Общий вид дифференциального уравнения первого порядка: 
 

0),,( yyxF            (2) 
 

или ),( yxfy   - форма дифференциального уравнения разрешённого относительно 
производной,  

0),(),(  dyyxNdxyxM  - форма дифференциального уравнения в дифферен-
циалах. 
 

Определение 1. Общим решением дифференциального уравнения (2) называ-
ется такая функция ),( Cx  двух аргументов x  и C  , которая 
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при постоянном C  рассматривается как функция одного пере-
менного. Решения ),( 0Cx , которые получаются из общего ре-
шения ),( Cx  при нахождении постоянной 0CC   , называются 
его частными решениями. 

 

На рис.1 изображено семейство кривых, т.е. совокуп-
ность линий соответствующих различным значениям 
постоянных C . Интегральные кривые обладают свой-
ством, что в каждой их точке ),( yxM  наклон касатель-
ной удовлетворяет условию: 

),( yxftg   
 
 
Если задана точка ),( 00 yxM , то из  

бесконечного семейства интегральных кривых выделяется одна интегральная кри-
вая, которая соответствует частному решению дифференциального уравнения. Это 
означает наличие начального условия 0yy   при 0xx  . 
 Для известного общего решения ),( Cxy  , можно найти ),( 00 Cxy  , что позволя-
ет определить C  и найти частное решение. 
 

Дифференциальное уравнение с заданными начальными условиями называет-
ся задача Коши: 
 

Найти решение )(xy   дифференциального уравнения (2), удовлетворяющее 
данному начальному условию )( 00 xy  , т.е. принимающее при 0xx  , заданное 
значение 0yy  . 
 

Замечание 1. Если решение дифференциального уравнения не может быть 
получено из общего ни при каких начальных условиях оно называется особым. 
 
§ 1.3 Простейшие дифференциальные уравнения первого порядка. 

 
1) Дифференциальные уравнения с разделёнными переменными: 
 

dyyfdxxf )()( 21  , 
 где множителем при dx  является функция, зависящая только от x , а множителем 
при dy  - функция, зависящая только от y . 
 

Решение находится методом интегрирования обеих частей. 

   Cdyyfdxxf )()( 21  
 

Пример 1. 0)cos5(2 4  dyyyxdx  
      dyyyxdx )cos5(2 4  
   Cyyx  sin52  - общий интеграл. 

 

2) Дифференциальные уравнения вида    yfxfy 21 , где правая часть представ-
ляет собой произведение двух функций, из которых одна не зависит от x , а вторая 
не зависит от y , называется уравнением с разделяющимися переменными. 

Метод решения:     Cdxxf
yf

dy )(1
2

 

Пример 2. 02 



y
yx  

 
x 

y 

M0 
M 

C0 
C1 

C 

X 

Y 

Рис.1 
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dx
dyy   ; умножаем на dx  обе части уравнения 

02 
y

dyxdx      02
y

dyxdx  

Cyx  ln2  - общий интеграл 
   2ln xCy   ; ye xC  2

 - общее решение 
 

 
3) Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными, записанные в 
форме дифференциалов: 
 

 0)()()()( 4321  dyyfxfdxyfxf  или )()( 21 yfxfy   

0)()(
(
(

)(
)(

43
2

4

3

1  dyyfxf
yf
yfdx

xf
xf

 

для решения таких дифференциальных уравнений их надо привести к виду 1 т.е. к 
дифференциальным уравнениям с разделёнными переменными. 

    Cdy
yf
yfdx

xf
xf

)(
)(

)(
)(

2

4

3

1  

Пример 3. 0cos)3(sin2 2  ydyxydxx  
   ydyxydxx cos)3(sin2 2   
Разделим на произведение )3(sin 2 xy  

)3(sin
cos)3(

)3(sin
sin2

2

2

2 



 xy

ydyx
xy

ydxx    
y

ydy
x

xdx
sin

cos
3

2
2 


 

Проинтегрируем полученные выражения 

 
 y

ydy
x

xdx
sin

cos
3

2
2    Cyx lnsinln3ln 2   

по свойству логарифмов yCx sin)3( 2   - общий интеграл дифференциально-
го уравнения. 
 

Определение 1. Функция f(x,y) называется однородной функцией n-ого изме-
рения, если при замене в ней переменных x и y соответствен-
но на tx  и ty, где t - произвольная величина (параметр) полу-

чается та же функция, умноженная на nt , т.е. если выполня-
ется условие: ),(),( yxfttytxf n   
n – степень однородности уравнения. 

 

Однородная функция степени n представима в виде 







x
yxyxf n ),(  

Однородная функция нулевой степени может быть записана в виде 







x
yyxf ),(  

 
Определение 2. Если функции M(x,y) и N(x,y)  однородные одной и той же 

степени n, то дифференциальное уравнение 
 M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0      (3) называется однородным. 

Например, уравнение   0222  dyxdxyx  является однородным поскольку 

функции 22 yx   и 2x  являются однородными. (Проверьте самостоятельно). 
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Уравнение ),( yxfy   называется однородным, если оно имеет вид: 









x
yy             (4) 

Очевидно, что ),( yxf  - однородная функция нулевого измерения. 
 

Уравнения (3) и (4) приводятся к уравнению с разделяющимися переменными 
при помощи подстановки. 

x
yt   т.е. xty    и txty   или в дифференциалах xdttdxdy   

 

Пример 4. 
x
ytg

x
yy    t

x
y
 ;  

dx
dyy  . Использовав замену переменных 

имеем tgtttxt  . Далее ttgttxt   

tgtxt  , так как 
dx
dtt  , то 

x
tgt

dx
dt

 . Разделив переменные получим 

  tgt
dt

x
dx

 и после интегрирования  Ctx lncoslnln   . 

Применив свойства логарифмов получим  Ctx  cos , вернемся к исходной 

функции и получим общий интеграл уравнения 
x
yCx cos . 

Другой способ: dx
x
ytg

x
ydy 














  , воспользуемся заменой 

dx)tgtt(xdttdx   приведём подобные по дифференциалам 
tdxtgtdxtdxxdttgtdxtdxtdx   

tgtdxxdt   разделив переменные и проинтегрировав получим тот же ответ. 
 

§ 1.4 Линейные уравнения первого порядка. 
 

Определение 1. Линейным дифференциальным уравнением 1-го  порядка на-
зывается такое дифференциальное уравнение, в которое не-
известные функции y  и y   входят в первых степенях и не пе-
ремножаются между собой. 

 

Общий вид линейного уравнения первого порядка: 
)()( xQyxPy             (5) 

Если 0)( xQ , то уравнение (5) – линейное однородное и одновременно с 
разделяющимися переменными. 
 
Методы решения: метод Бернулли и метод Лагранжа 
 

а) Метод Бернулли. 
 
1) Будем искать решение в виде VUy  , тогда UVVUy   или 

UdvVdudy  (это подстановка Бернулли, где V - вспомогательная функция.) 

Пример 1. 422 xyyx   422)( xUVUVVUx    
422 xUVUVxVUx   
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2) 42)2( xVVxUVUx    найдём функцию V  таким образом, чтобы выраже-
ние в скобках было равно нулю. 

02  VVx  

V
dx
dVx 2  

 
x

dx
V
dV 2  

Интегрируя уравнение, получаем 22lnln xVxV  . Поскольку функция V  
выбрана, чтобы удовлетворять определенному условию мы опускаем постоянную C . 
Полученное выражение подставляем в исходное уравнение (пункт 2). 

42 2xx
dx
dUx   

  CxxdxUx
dx
dU 2  

Объединив полученные выражения для  V  и U  в подстановке Бернулли, получим 
окончательное общее решение уравнения )( Cxxy 22  . 

 
б) Метод вариации произвольной постоянной. (Метод Лагранжа) 

Покажем применение метода на том же примере. 
1) 422 xyyx   

Сначала решаем данное уравнение без правой части: 02  yyx . 

y
dx
dyx 2  

02  yyx      
x

dx
y

dy 2      Cxy lnln2ln       2xCy   

Пусть C=C(x) - некоторая неизвестная функция в уравнение (1), тогда )(2 xCxy  и 

)()(2 2 xCxxCxy  . Подставляем в исходное уравнение 
422 2)(2)()(2 xxCxxCxxxCxx   )( 2x  

22)(2)()(2 xxCxCxxC   

  CxxdxxCxxC 22)(2)(  

Подставляем полученное выражение в 2)( xxCy   и получаем окончательное 

решение )( 22 Cxxy  . 
 

в) Уравнение Бернулли. 
 

Общий вид уравнения:  nyxQyxPy  )()( , слева линейное выражение, 

а справа присутствует множитель ny ( )( constn  ). 

Умножим обе части на ny
1

 

)(1)(1
1 xQ

y
xP

dx
dy

y nn    
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Применив подстановку  1
1)(  ny

xz  и    y
y

nz
dx
dz

n


11 ,  

 n
zy

y n 



1

1
получим дифференциальное уравнение вида  

  )()()(
1

xQxzxP
n

z





 

   nxQxzxPn
dx
dz

 1)()()(1  

Это линейное уравнение I-го порядка, для его решения применяем, например, 
подстановку Бернулли. 
 

Пример 1. xeyyy  22  2n )( 2y  

   
yy

z 11
12    

   1)(21  xexzz  
xexzz  )(2  

 Применяем подстановку Бернулли 
 

 VUz   UVVUz   
(1) xeUVUVVU  2  

02  VV   dx
V
dV 2  

 xV 2ln      xeV 2  
xx eeU  2    (1) 

 xe
dx
dU    dxedU x  ; CeU x    

)(2 CeeZ xx     xx eCe
y


 2

1
 

Второй способ. 
xeyyy  22  

VUy    UVVUy   
222 VUeUVUVVU x   

02  VV   dx
V
dV 2   xV 2ln    xeV 2  

xxx eUeeU 422    
xeUU  2    xeU

dx
dU  2   dxe

U
dU x2  

Ce
U

x  1
 xeC
U 


1
  xxx

x

eCeeC
ey





 



2

2 1
 

 
§ 1.5 Уравнения в полных дифференциалах. 
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Определение 1. Уравнением в полных дифференциалах называется диффе-

ренциальное уравнение вида: 
  M(x, y)dx+N(x, y)dy=0, где  M(x, y)dx+N(x, y)dy=dU(x, y) –полный 
дифференциал функции U(x, y), то есть dU(x,Y)=0 

 
если в области D определения функции M(x, y) и N(x, y) 
 и существования решения дифференциального уравнения выполняется ра-

венство 

x
yxN

y
yxM







 ),(),(
 

 

Общий интеграл дифференциального уравнения dU(x,Y)=0 
 ищем в виде a) или b) 

a)     )y(dx)y,x(M)y,x(U 0  

b)     )x(dy)y,x(N)y,x(U   

неизвестные )y(  и )x(  находят из второго условия 
 

Пример 1. 01023 322  dy)yxyx(dx)yyx(  

   223 yyx)y,x(M      yxyx)y,x(N 1023   

Общий интеграл:   )y(xyyx)y(dx)yyx()y,x(U  23223  

ищем в виде a) yxyx)y(xxy
dy
du 1022 33       значит 

   y)y( 10     ,отсюда    Cy)y(  25  

   Cyxyyx)y,x(U  223 5     - решение. 
 

§ 1.6 Уравнения высших порядков. 
 

Определение 1. Все дифференциальные уравнения порядка выше первого на-
зывают дифференциальными уравнениями высших порядков. 

Общий вид: 
0)...,,( )(  nyyyxF            (1) 

 

В форме, разрешённой относительно старшей производной: 
)...,,( )1()(  nn yyyxfy           (2) 

 

Общее решение будет зависеть от  n произвольных постоянных. Для выделения 
частного решения задаются дополнительные условия. Для уравнения (n)-ого порядка 
в качестве начальных условий задают значения искомой функции и всех её производ-
ных до (n-1) порядка включительно ,т.е.: 
 

0xx   ; 0yy   ; 0yy   ; … )1(
0

)1(   nn yy    

 
 

    




















 1
00

1

00

00

0

nn yxy

yxy
yxy

xx



          (3) 



Лекции по дифференциальным уравнениям. Доц. Мусина М.В. 
 

Система (3) – система начальных условий. 
 

Определение 2. Задачу нахождения частного решения дифференциального 
уравнения (1), удовлетворяющую системе начальных условий 
(3), называют задачей Коши. 

 
§ 1.7 Уравнения, допускающие понижение порядка. 

 
1) Уравнения вида: 

)()( xfy n   
 

Порядок понижается путём непосредственного интегрирования. 
 

 
1

)1( )( Cdxxfy n  
 

Пример 1. 23xy   

   1
323 Cxdxxy    

   21

4

4
CxCxy   

   32

2
1

5

220
CxCxCxy   - общее решение 

Заметим, что количество постоянных  iC   в общем решении всегда равно по-
рядку исходного дифференциального уравнения 
 
 

2) Уравнения, не содержащие искомой функции y  т.е. вида: 
 

0),,(  yyxF  
 

Метод решения: Вводится новая неизвестная функция 
yxz
yxz



)(
)(

 

получаем 0),,( zzxF    - уравнение 1-го порядка 
 

Пример 2. xxe
x
yy 


     ;    )(xzy      ;    )(xzy   

   xex
x
zz      - линейное дифференциальное уравнение I-го 

порядка решаем методом Бернулли    VUz      UVVUz   

   xxe
x

UVUVVU      xxeUV
x
UUV 





   

xxe
x
VVUVU 





    0






 

x
VV  

x
V

dx
dV

      
x

dx
V
dV

  

xV lnln       xV   

   найдём функцию U  из условия 0





 

x
UU . 

   
x
U

dx
dU

   ;  
x

dx
U
dU

     ;  xU lnln    ;  xU    ,тогда 

   xxexU    ;  dxedU x   ;  1CeU x   
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   )( 1CexUVz x      вернёмся к исходной функции 

   )( 1Cexy x    ;  dxCexdy x )( 1  

     xdxCdxxey x
1   ;  




 xx
x

eVdVdxe
dxdUxU

dxxe  

     )1(xeexedxexe xxxxx  

   2

2
1

2
)1( CxCxey x   - общее решение. 

 
 

3) Уравнение не содержащее независимой переменной x ; 
 

0),,(  yyyF  
 

Метод решения:  Пусть y - новая независимая переменная, тогда 
yyp )(  - новая функция 

p
dy
dp

dx
dy

dy
dp

dx
dp

dx
ydy 


   
dy
dppy   

Пример 3. 13  yy  нач. усл. 







0)1(
1)1(

y
y

 

   13  yy   ;  )(ypy    ;  
dy
dppy   

   13 
dy
dppy   ;  3y

dypdp   

   
22

1
2

1
2

2 C
y

p
     или    12

2 1 C
y

p   

   воспользуемся н.у.  0 py   1y   найдём  1C  
    110 C     11 C  

   11
2

2 
y

p   ;  
y

y
y

yp
2

2

2 11 



  

   
dx
dyp    ; 

y
y

dx
dy 21

  

  dx
y

ydy


 21
  ; 22

2

12
1 Cx

y
dy




   2
212

2
1 Cxy    ;  

2
21 Cxy   

   найдём  2C   при  1y   1x  

   2111 C   ;  12 C  

   11 2  xy  

Ответ:  211 yx   - частное решение. 
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Определение 1. Линейным дифференциальным уравнением n-ого порядка на-

зывается уравнение вида: 
byayayaya nn

nn  


1
)1(

1
)(

0 ...         (1), 
 где baa n ,...1  , b  - произвольные функции от x . 

 

Линейное – нет произведений и все функции и производные в 1-ой степени. 
 

Если 0)(0 xa  то уравнение можно записать в “приведённом” виде. 

)()(...)( )1(
1 xfyxpyxpy n

nn             (2) 
Если  f(x)=0  , то 

0)(...)( )1(
1   yxpyxpy n

nn           (3) 
Линейное однородное дифференциальное уравнение. 

 
§ 1.8 Теоремы о свойствах частных решений линейных однород-

ных дифференциальных уравнений. 
 

Теорема 1. Если функция 1y  является решением уравнения (3), то и функция 

1yC  , есть решение этого уравнения. 
 

Теорема 2. Если функции 1y  и 2y  являются решением уравнения (3), то и 
функция 21 yy  , есть решение этого уравнения. 
 

Линейной комбинацией функций nyy ...1  называют выражения вида: 

nnyCyCyCy  ...2211  ,где nCC ,...,1  - произвольные постоянные. 
 

Теорема 3. Если nyy ...1  - частные решения линейного однородного диффе-
ренциального уравнения (3), то их линейная комбинация 

nnyCyCyCy  ...2211  есть также решение этого уравнения. 
 

Определение 1. Рассмотрим систему функций nyyy ..., 21  определённых и 
непрерывных на одном и том же отрезке  ba, . Эта система 
функций называется линейно зависимой на отрезке  ba, , если 
существует n  таких чисел n ...1 , что выполняется соот-
ношение: 

0...2211  nnyyy             (4) 
для всех x  на данном отрезке. При этом предполагают, что 
числа n ...1  не равны нулю одновременно. 

 

Линейная зависимость системы функций означает, что хотя бы одна из функ-
ций системы представляет собой линейную комбинацию остальных. 
 

Определение 2. Если функции системы nyy ...1  дифференцируемы (n-1) - раз, 
то из них можно построить определитель n  - ого порядка ви-
да: 
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)(ВВронскиа Вронского

льопределите Это
          

yyy

yyy
yyy

W

n
n

nn

n

n

)1()1(
2

)1(
1

21

21

...
............

...

...






 

Теорема 4 Если nyy ...1  линейно независимые функции, удовлетворяющие не-
которому линейному однородному дифференциальному уравнению n - ого порядка, 
то вронскиан такой системы не обращается в нуль ни в одной точке. 

Теорема 5.  Если функции nyyy ..., 21  - линейно зависимы, то вронскиан систе-
мы тождественно равен нулю. 

Определение 3. Систему частных решений ny...y1  линейного однородного 
дифференциального уравнения n  - ого порядка будем назы-
вать фундаментальной, если она состоит из n  линейно неза-
висимых функций. 

 

Любое линейное однородное дифференциальное уравнение обладает бесконеч-
ным множеством фундаментальных систем. 
 

Теорема (об общем решении линейных однородных дифференциальных урав-
нении) Если функции ny...y1  образуют фундаментальную систему решений уравне-
ния (3), то их линейная комбинация nnyC...yCyCy  2211  является общим 
решением однородного уравнения. 
 
§ 1.9 Однородные линейные уравнения с постоянными коэффици-

ентами. 
 

Определение 1. Линейное однородное дифференциальное уравнение вида: 
0...)1(

1
)(   ypypy n

nn            (1) 
в котором все коэффициенты npp ...1  являются постоянными, 
есть линейное однородное дифференциальное уравнение с по-
стоянными коэффициентами. 

 
Частные решения этого уравнения следует искать среди таких функций, кото-

рые в алгебраическом смысле подобны своим производным. 
 

Будем искать частные решения в виде kxey  , тогда: 
kxkey   

kxeky 2  
… 

kxnn eky )(  подставив в уравнение, получим: 

0...1
1   kx

n
xknkxn epekpek   

0)...( 1
1  

n
nnkx ppkke  

0)( kfekx                (2) 
где  f(k)- характеристический многочлен данного дифференциального уравне-

ния. 
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Функция kxe  тогда и только тогда удовлетворяет линейному однородному 
дифференциальному уравнению с постоянным коэффициентом (1), когда число k 
является корнем характеристического уравнения 

0)( kf            (3) 
Возможно несколько случаев корней характеристического уравнения: 

 
1) Все корни действительные и разные. 
 

Имеем n действительных корней nkk ,...,1 , каждому соответствует частное ре-

шение: 
















xk
nn

xk

xk

neyk

eyk

eyk
2

1

22

11

 фундаментальная система 

 решений. 
Общее решение: xk

n
xkxk necececy ...21

21   

 Докажем, что функции xk
n

xkxk necee ,...,, 21 являются фундаментальной системой 
решений. 
Для этого составим из них определитель Вронского: 

         

ekekek

ekekek
eee

xkn
n

xknxkn

xk
n

xkxk

xkxkxk

n

n

n

11
2

1
1

21

...
............

...

...

21

21

21



 

           

kkk

kkk
e

n
n

nn

nxkkk n

11
2

1
1

21

...
............

...
1...11

21



  0  

 
2) Все корни различны, но среди них имеются комплексные. 
 
Если biak   - один из корней, то  

biak   - комплексно-сопряжённый ему и им соответствуют 
 

2 частных решения. 
xiba

k ey )(   и xiba
s ey )(   

Рассмотрим линейные комбинации этих решений, которые также являются реше-
ниями. 

2
~ sk

k
yyy 

   и  
2

~ sk
s

yyy 
  

Применим формулы Эйлера:  
2

cos
ixix eex


  

2
sin

ixix eex


  

тогда          bxeeeeeey ax
ibib

ax
xibaibxa

k cos
22

~
)()(









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bxeeeeeey ax
ibib

ax
xibaibxa

s sin
22

~
)()(










 

аналогично bxey ax
s sin~   

т.е. паре комплексных корней ibak 2,1  соответствуют решения 
bxey
bxey

ax
s

ax
k

sin~
cos~




 

 
3) Среди корней характеристического уравнения есть кратные. 
 

Если k~  есть корень кратности s, то ему соответствуют s – линейно независимых 

решений: xkey
~

1   

   
...

~
2

xkxey   

   xks
s exy

~1    , при каждом совпадении корня в решение добав-
ляется множитель x . 

Пример 1. 03512  yyy  

035122  kk  
 51 k  72 k  

   xey 5
1   , xey 7

2   
xx eCeCy 7

2
5

1   
Пример 2. 0y2y    

022  kk  01 k  22 k  

   100
1  eey x  , xey 2

2   
xeCCy 2

21   
Пример 3. 096  yyy  

0962  kk  32,1 k  

   xey 3
1   , xxey 3

2   
xx xeCeCy 3

2
3

1   
Пример 4. 0y25y6y    

02562  kk    6410036 D    ik 432,1   

   xey x 4cos3
1  , xey x 4sin3

2  . 

xsineCxcoseCy xx 44 3
2

3
1   

 
 
 

§ 1.10 Неоднородные линейные дифференциальные уравнения. 
 

Неоднородным линейным дифференциальным уравнением называют уравне-
ние вида: 
 

)x(fy)x(p...y)x(py)x(py n
)n()n()n(   2

2
1

1          (1) 
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Теорема 6. Общее решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения представляет сумму частного решения этого уравнения и общего реше-
ния соответствующего однородного. 
 

Y~Yy  0 . 
 

Теорема 7. Если правая часть неоднородного уравнения есть сумма двух функ-
ций )x(f)x(f 21  , то частное решение такого уравнения можно получить как сумму 
частных решений аналогичных уравнений с правыми частями соответственно )x(f1  
и )x(f2 . (принцип наложения) 
 

Способ неопределённых коэффициентов. 
 

Применяется для нахождения частного решения неоднородного дифференциально-
го уравнения 
Способ применим для уравнений с постоянными коэффициентами и специальным 
видом правой части: показательные функции, синусы, косинусы, многочлены или их 
целые рациональные комбинации. 
Частное решение следует искать в форме, аналогичной форме правой части. 
 
Случай 1: 

)x(P)x(f n -многочлен n-ной степени. 
)x(Qy~ n   - если среди корней характеристического уравнения нет 

0ik  
)x(xQy~ n  - если среди корней характеристического уравнения есть 1 

корень 0ik  

)x(Qxy~ n     , если среди корней есть 0ik ,   - кратность корня 

nQ  - многочлен степени  n с неизвестными коэффициентами, которые находятся 
после подстановки y~  в уравнение (1). 
Пример 1. 12  xyy  
   01 k   12 k  1  

    BxAxBAxxxxQy~  2
1  

BAxy~  2  

Ay~ 2  
1222  xBAxA  

122  AA  
312  BBA  

  xxxxy~ 33 2   
xxeCCy x 32

21    
Случай 2: 
 

Вид правой части axe)x(f   или более общий   ax
n e)x(Pxf   

Если a  не является корнем характеристического уравнения для уравнения (1), 
то частное решение ищем в виде 
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ax

n e)x(Qy~   
Если a  - корень характеристического уравнения (1) то 

ax
n e)x(Qxy~     - кратность корня 

За )x(Qn  нужно взять многочлен с буквенными коэффициентами n-ой степени, 

коэффициенты определяются после подстановки *y  в уравнение (1). 
 

Пример 2. xexyyy 32      3121  kk  

 )BAx(ey~ x  3   

 ABAxeAe)BAx(ey~ xxx  333 333  
  

 ABAxeAe)ABAx(ey~ xxx 6993333 333 

    xxxx xe)BAx(eABAxeABAxe 3333 332699 
  xBAxABAxABAx  332699  

  xBABABxAAA  266969  
xABAx  444  

4
114  AA  

4
1044  BAB    )x(ey~ x 1

4
1 3   

xx xeCeCY 210   

)x(exeCeCy xxx 1
4
1 3

21   

Пример 3. xeyy 2        11 k   12 k   1  

 xAey~ x      

 xx AexAey~   
xxx AeAexAey~   

xxxx exAeAexAe 22   
122  AA  

     xxey~   
xx eCeCY  210  

xxx xeeCeCy  
21  

 
Случай 3: 
 

bxsin)x(Qbxcos)x(P)x(f sr   ,где 
)x(Pr  и )x(Qs    многочлены степени r и s соответственно. 

Частное решение ищем в виде (если bi  не корень характеристического уравне-
ния) 

bxsin)x(Qbxcos)x(Py~ mm   
)s,rmax(m   
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Если bi  - корень характеристического уравнения, то 

)bxsin)x(Qbxcos)x(P(xy~ mm      - кратность корня. 
Пример 4 

xcosxsinyyy 232244   
ik , 2221   

xsinBxcosAy~ 22   
xcosBxsinAy~ 2222   

xsinBxcosAy~ 2424   
  xcosBxsinAxsinBxcosA 222242424

  xcosxsinxsinBxcosA 2322224   
     BABxsinABAxcos 48424842  

xcosxsin 2322   

8
338  BB  

4
128  AA  

xsinxcosy~ 2
8
32

4
1

  

xsinxcosxeCeCy xx 2
8
32

4
12

2
2

1   

 
Пример 5. xsinxcosyy 330369   ik , 321   , bi 3  

частное решение )xsinBxcosA(xy~ 33   
)xcosBxsinA(xxsinBxcosAy~ 333333   

)xsinBxcosA(x
xcosBxsinAxcosBxsinAy~

3939
33333333




 

xsinxcos)xsinBxcosA(x
)xsinBxcosA(xxcosBxsinA

33036339
39393636




 

5306  AA  
166  BB  

)xsinxcos(xy~ 335   
xsinCxcosCY 33 210   

)xsinxcos(xxsinCxcosCy 33533 21   
 5A  , 1B  

 
Случай 4: 
 

)bxsin)x(Qbxcos)x(P(e)x(f sr
ax   

)bxsin)x(Qbxcos)x(P(exy~ mm
ax    

0  α=0 если среди корней характеристического уравнения нет числа 
biaz   

1  α =1 если один из корней равен z 
2  α =2 если 2 корня совпадают 



Лекции по дифференциальным уравнениям. Доц. Мусина М.В. 
Рассмотрим еще один пример решения линейного неоднородного уравнения: 
Пример 6. 271299 24  xxyy  ik , 321   

   4n   EDxCxBxAxxQy~  234
4  

DCxBxAxy~  234 23  

CBxAxy~ 2612 2   
  EDxCxBxAxCBxAx 2342 92612  

27129 24  xx  
 

1994  AAx  

0093  BBx  

0129122  CCAx  

00961  DDBx  

327920  EECx  

 34  xy~  
xsinCxcosCY 33 210   

Y~Yy  0  

333 4
21  xxsinCxcosCy  

 
 

§ 1.11 Метод вариации произвольных постоянных. 
(Метод Лагранжа) 

 
Применим к любому виду неоднородного линейного дифференциального урав-

нения. 
Пусть известно общее решение соответствующего (1) однородного уравнения. 

  )x(yC...xyC)x(y nn 110  ,тогда 
решение неоднородного уравнения ищется в виде 

)x(y)x(C...)x(y)x(C)x(y)x(C)x(y nn  2211  где от 
функций )x(C)...x(C n1  требуем, чтобы они удовлетворяли условиям 
















 )x(fCy...CyCy

...
Cy...CyCy
Cy...CyCy

n
)n(

n
)n()n(

nn

nn

1
2

1
21

1
1

2211

2211

0
0

 

Эта неоднородная система уравнений. 
 

т.к. определитель системы есть вронскиан фундаментальной системы решений 0 , 
то система имеет единственное решение относительно nC...C 1 . 
 

Рассмотрим уравнение 2-ого порядка. 
 

)x(f)x(qy)x(p)x(y   
)x(y1  и )x(y2  - фундаментальная система решений. 
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21

21

yy
yy

W


  
W

y)x(f
y

)x(C 2

2

1

0


  
W

)x(fy
y

)x(C 1

1

2

0


  

 

Пример 1. 
x

eyyy
x

 2  ; 0122  kk   121 ,k  

  xexy 1     xxexy 2  

xx xe)x(Ce)x(Cy 21      xxxxx
xxx

xx

xee)xee(e
xeee
xeeW 22 


  

x
xx

xx
x

x

e
x

exe
xee

x
e

xe
)x(C 2

1

0






  

x
e

x
ee

e
)x(C

x
x

x

x 2

2

0
    

xxe
exC x

x 1
2

2

1 


    22

2

2
1
xxe

x
e

xC x

x

  

  11 Cxln
x

dx)x(C  

  222
1 C
xx

dx)x(C  

 11
2142  xlnexeCeCxe)

x
C(e)xlnC(y xxxxx  

 
§ 1.12 Системы линейных уравнений. 

 
Для описания некоторых процессов и явлений требуется несколько функций. 
Отыскание этих функций может привести к нескольким дифференциальным 

уравнениям, образующим систему. 
Система дифференциальных уравнений n  - ого порядка вида: 
















)y...y,x(fy
...

)y...y,x(fy
)y...y,x(fy

nnn

n

n

1

122

11

             (1) 

называется нормальной системой дифференциальных уравнений. 
В векторной форме )y,x(fy


  

Решение такой системы сводится к решению одного дифференциального уравне-
ния n - ого порядка. 

Решением системы (1) называется совокупность n  функций 
  )x(),...,x(,x n 21 , удовлетворяющая всем уравнениям системы. 

 
Нахождение решения системы дифференциальных уравнений (1), удовлетво-

ряющие начальным условиям. 
1001 y)x(y   ; 2002 y)x(y   … 00 nn y)x(y   , где 000 ny...y,x  - заданные числа 

называемые начальными данными, называется задачей Коши. 
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        В прикладных задачах (физики, механики и пр.) независимая переменная очень 
часто интерпретируется как время (t). 

Система тогда принимает вид: 






















)y...y,t(f
dt

dy
...

)y...y,t(f
dt

dy

)y...y,t(f
dt
dy

nn
n

n

n

1

12
2

11
1

 

Или в векторной форме  y,tfy
   

Начальные условия   00 yty


  
 
 
Пример 1. 

 

Решение нормальной системы сведением к уравнению n  -ого порядка. 










t

t

eyxy

eyxx

5
235 3




 

teyyx  5  
teyyx  5  

  ttt eyeyyeyy 323555     
tt eeyyy  30286 3  

0862  kk  
21 k  42 k  

  tt eCeCty 4
2

2
10   

     xfxfxf 21   

  texf 3
1 2   tAey~ 3

1   

  texf  302  tBey~ 2  
tAey~ 3

1 3   tBey~ 2
  

tAey~ 3
1 9  tBey~ 2

  
tttt eAeAeAe 3333 28189   

2A     tey~ 3
1 2  

tttt eBeBeBe   3086  
3015 B  2B   tey~  22  

tttt eeeCeCy  22 34
2

2
1  

tttt eeeCeCy  2642 34
2

2
1  

teyyx  5  
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  ttttttttt eeeeCeCeeeCeCx   5222642 34
2

2
1

34
2

2
1  

tttt eeeCeCx 34
2

2
1 43  

 

 
Выражения, представляющие собой конечные соотношения между искомыми 

функциями и независимыми переменными называют первыми интегралами системы. 
Знание интегралов облегчает решение задачи, каждый первый интеграл позво-

ляет понизить порядок уравнения на единицу. 
 

§ 1.13 Линейные системы с постоянными коэффициентами. 
 

Нормальная система дифференциальных уравнений (1) называется линейной, 
если функции nf...f1  - линейны относительно искомых функций. 






















nnnnnn
n

nn

nn

bya...yaya
dx
dy
...

bya...yaya
dx
dy

bya...yaya
dx
dy

2211

22222112
2

11212111
1

           (2) 

 

причём Все коэффициенты )A( ij  и )b( i  - вообще говоря, являются произвольными 
функциями от x. 

Если 01 nb...b , то система (2) называется однородной, если нет неоднород-
ной. 

Пусть const)a( ij  , тогда система (2) – линейная система с постоянными ко-

эффициентами , пусть также 01 nb,...,b  
 

















nnnn
n

nn

ya...ya
dx
dy
...

ya...ya
dx
dy

11

1111
1

            (3) 

Система (3) приводится к линейному однородному дифференциальному урав-
нению с постоянными коэффициентами, поэтому будем искать решение (3) в виде 
показательных функций. 

Частное решение системы (3) ищем в виде 
xey 11   ; xey  22   ; … ; x

nn ey            (4) 
где, n...1  ,   - постоянные, которые следует подобрать так, чтобы функции 

(4) удовлетворяли системе (3). Подставим (4) в (3), тогда 



















x
nnn

x
n

x
n

x
n

x
nn

xxx

x
nn

xxx

ea...eaeae

...
ea...eaeae

ea...eaeae













2211

22221212

12121111

 

сокращаем на xe  и переносим всё вправо 
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














0

0
0

11

2222121

1212111

nnnn

nn

nn

)a(...a
...

...)a(a
...a)a(






           (5) 

Система (5) – однородная система линейных уравнений из n - уравнений с n - 
неизвестными. Чтобы система имела решение необходимо, чтобы определитель 
системы равнялся нулю. 

0

21

22221

11211













nnnn

n

n

a...aa
............

a...aa
a...aa

           (6) 

Характеристическое уравнение системы (3). 
 

Решим систему с использованием её характеристического уравнения. 
 
 

Каждому простому (действительному) корню  , соответствует решение вида: 
 

  x)i()i( iey 11   ; x)i()i( iey  22   ; … ; x)i(
n

)i(
n

iey          (7) 
Удобнее представить решение в виде вектора: 

i   

 

 

 

x

i
n

i

i

i iey 
































2

1

 

Ограничимся случаем, когда все корни характеристического уравнения дейст-
вительные и разные. Подставим решение вида (7) в уравнение (3) и сократим xie  



















0

0

0

211

2222121

1212111

)i(
ninn

)i(
nn

)i(
n

)i(
nn

)i(
i

)i(

)i(
nn

)i()i(
i

)a(...aa

...
a...)a(a

a...a)a(







 

Эта однородная система уравнений, определитель которой не равен нулю. По-
этому она имеет бесконечное множество решений. Достаточно найти одно  решение, 
(значения коэффициентов )i(

n
)i( ...1 ). Эти коэффициенты находят для каждого кор-

ня характеристического уравнения i  
Все частные решения вида (7) образуют фундаментальную систему решений. 

Линейная комбинация всех частных решений с произвольными постоянными коэф-
фициентами даёт общее решение системы. 

В векторной форме оно будет записано в форме: 
       




n

i

n
n

i
i yCyCyCyCy

1

2
2

1
1 


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



















)i(
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n

i
n

)i(
i

n

i

yCy
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yCy

1

1
1

1

 

 
Пример 1. 

 








212

211

2
54
yyy
yyy

    0
21

54








  11   , 32   

 

1
1 , 1

2  находим из решения системы 2
1 , 2

2  находим из решения системы 
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 общее решение. 

 


