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Введение в линейную алгебру и аналитическую геометрию. 
Определители. 

Теория матриц и определителей является введением в линейную алгебру. Наиваж-
нейшим применением этой теории является решение систем линейных уравнений. 

Понятие определителя ввел в 1693 году немецкий математик Лейбниц, но это его от-
крытие было забыто. Только в 1750 году понятие заново определил швейцарский матема-
тик Крамер. Но всеобщее применение в математике детерминат завоевал в конце 18 сто-
летия. 

Определение 1. Пусть задана квадратная таблица из 4-х чисел: a1, a2, b1,b2.  
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Такая таблица называется матрицей 2-го порядка. 
Число a1b2 – a2b1 называется определителем 2 –го порядка и обозначается символом: 
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Таким образом 1221
21

21 baba
bb
aa

 . 

Числа a1, a2, b1,b2  - элементы определителя. В определителе также есть строки 1-я 
и 2-я, столбцы 1-й и 2-й, а также 2 диагонали: главная и побочная. 

Более распространенным является другое обозначение элементов определителя с 
двумя индексами. 

2221
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 , где aij – элементы определителя. i – номер строки, j – номер столбца. На-

пример а12 – элемент в первой строке и втором столбце. 
Тогда определитель 2-го порядка: 
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Примеры:  
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Замечание: Элементами определителя могут быть не только числа, но и любые 
алегебраические выражения. 

Например: x2cosxsinxcos
xcosxsin
xsinxcos 22   

Определение 2. Определителю третьего порядка соответствует таблица из 9-ти чи-
сел: 

















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

.

4113
2104
4122
0123







 

И называется число находимое следующим образом: 
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Этот способ называется разложение по первой строке определителя. 
Можно вычислить определитель по правилу Саррюса: 
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Произведения элементов берутся с соответствующим знаком «+» или «-» , и склады-

ваются. 

 
Примеры:  
Вычислим разложением по первой строке: 
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По правилу Саррюса: 
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716212018   
 034   
Определитель называется треугольным, если все элементы, стоящие под или над 

главной диагональю равны нулю. В этом случае определитель находится, как произведе-
ние элементов главной диагонали. 

  30253
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Можно обобщить вышесказанное и сказать, что для любой таблицы чисел размера 
nxn существует вычисляемое особым образом число, называемое определителем или 
детерминантом n - ного порядка. 
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Обозначение:
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Мы не будем давать строгое математическое определение, так как это выходит за 
рамки нашей программы, но мы научимся вычислять определитель любого порядка. Для 
этого мы введем несколько новых понятий. 

Определение 3. Алгебраическим дополнением Aij элемента определителя aij назовем 
выражение   ij

ji
ij M1A   , где Mij – определитель, который получается путем вычерки-

вания i –той строки и j – того столбца, т. е. строки и столбца, на пересечении которых сто-
ит элемент aij.  

Примеры: 
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Теперь мы сможем вычислить определитель с помощью разложения его по элемен-

там строки (столбца). 
Определитель n –ного порядка равен произведению элементов aij некоторой строки 

(столбца) определителя на алгебраические дополнения Aij этих элементов. 
Т.е. 
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(разложение по строке.) 
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(разложение по столбцу.) 
Пример: Разложим по первой строке: 
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  38323630321182103   
Таким способом вычислять определители нерационально. Для того чтобы упростить 

это действие необходимо знать свойства определителей. 
Основные свойства определителей. 
1. Величина определителя не изменится при замене всех его строк соответствую-

щими столбцами. 

Пример:   9311241
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Такая операция (замена строк столбцами) называется транспонирование. 
2. При перестановке двух столбцов (или строк) определитель меняет знак. 

Пример: 624
42
11
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3. Определитель равен нулю, если все элементы некоторого столбца (или строки) 
равны нулю. 

000
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4. Определитель с двумя одинаковыми столбцами (или строками) равен нулю. 

022
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11

  

5. Общий множитель элементов некоторого столбца (или строки) можно выносить 
за знак определителя. Т.е. если все элементы строки (или столбца) умножить на 
число k, то определитель увеличится в k раз. 

Следовательно: если элементы двух столбцов (или строк) пропорциональны, то оп-
ределитель равен нулю. 

6. Величина определителя не изменится, если к элементам некоторого столбца (или 
строки)прибавить соответствующие элементы любого другого столбца (или стро-
ки), предварительно умноженные на одно и то же число. 
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Матрицы. Основные понятия. 
 
Определение. Таблица mxn чисел aij вида  
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состоящая из m строк и n столбцов называется матрицей. 
Элементы матрицы aij  нумеруются аналогично элементам определителя т.е. i – 

номер строки, j – номер столбца. 
Обозначение: А, В, С. m×n – размерность матрицы. 
Определение. Матрица у которой число столбцов равно числу строк (m = n) называ-

ется квадратной. 
Для квадратной матрицы можно вычислить определитель detA. 
Если m = 1, то матрица состоит из одной строки и называется матрица-строка. 
 n11211 aaa   
Если n = 1, то матрица соответственно называется матрица-столбец. 
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Эти матрицы также называют вектор-строка и вектор-столбец соответсвенно. 
Определение. Две матрицы А и В одинаковой размерности называются равными ес-

ли все их соответствующие элементы   aij и bij равны. aij =bij. 
Определение. Квадратная матрица вида  
 
называется единичной матрицей. 
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Матрица все элементы которой равны нулю – нулевая матрица. 
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- верхняя треугольная матрица, у которой все элементы под 

главной диагональю равны нулю. 
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 - нижняя треугольная матрица, у которой все элементы над 

главной диагональю равны нулю. 
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Операции над матрицами. 

 
Определение 1. Суммой матриц А и В (одинаковой размерности m×n ) называется 

матрица С той же размерности элементы которой равны сумме соответствующих элемен-
тов матриц А и В, то есть сij = aij + bij. 

Обозначение: С = А + В. 
Определение 2. Произведением числа α на матрицу А называют матрицу элеметны 

которой равны произведениям элементов aij матрицы А на число α, т. е. сij = αaij. 
Обозначение. С = αА. 
Свойства операций сложения  и умножения на число. 
1. A + B = B + A. 
2. (А + В) + С = А + (В + С) 
3. α(А + В) = αА + αВ. 
4. (α + β)А = αА + βА. 
5. (αβ)А = α(βА). 
6. А + 0 = А 
Пример 1. 
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Пример 2.  
 

α = -2 
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Если α = -1, то (-1)А = - А – матрица противоположная А. 
А + (-А) = 0 
 
Транспонирование матриц. 
Если в матрице А сделать ее строки столбцами с тем же номером, то получим матри-

цу В транспонированную к А. Элементы матрицы В удовлетворяют условию bij = aji. 
Обозначение. TAB   
Умножение матриц. 
Операция умножения определена когда число столбцов первой матрицы равно числу 

строк второй. 
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Пусть дана матрица А размеров m×n  и матрица В размеров n×p. Матрицу С разме-
ром m×p, элементы которой выражаются через элементы матриц А и В, как 





n

1k
kjikij bac , i = 1,…, m; j = 1,…, p 

назовем произведением А на В. 
Т. е. каждый элемент сij матрицы С равен сумме произведений элементов i – той 

строки матрицы А на соответсвующие элементы j - того столбца матрицы В:  
njinj22ij11iij ba...babac   

Обозначение: С = АВ 
Свойства операции умножения. 
1. АВ ≠ ВА. 
Если АВ = ВА, то матрицы А и В – перестановочные. 
2. (АВ)С=А(ВС). 
3. А(В + С) = АВ + АС 
4. α(АВ) = (αА)В = А(αВ). 

Пример. Умножим 
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Размерность А: 2×3  В: 3×2   
Размерность матрицы С = АВ: 2×2 . 

      382514c11   
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810

6730
495361
32152024104

BAC  

Теперь  умножим В на А. 
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Размерность матрицы D = BA: 3×3.  
  1541d11   
    3551d12   
   1581d13   
    1342d21   
      13352d22   
      131382d23   

161443d31   
  33453d32   

  201483d33   
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Очевидно, что АВ ≠ ВА. 
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Обратная матрица. 

 
Определение. Квадратная матрица А называется вырожденной (особенной), если ее 

определитель равен  0, и невырожденной (неособенной) если detA ≠ 0. 
Для квадратной и невырожденной матрицы вводится понятие обратная матрица. 
Определение. Матрица А-1 называется обратной для квадратной невырожденной 

матрицы А, если А-1 А = АА-1 = Е. 
Известно, что для А существует единственная обратная матрица А-1. 
 
Метод вычисления обратной матрицы. 
 
Матрица А˅ элементами которой являются алгебраические дополнения соответст-

вующих элементов матрицы А называется матрицей присоединенной (или союзной). 
То есть если  
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, где Аij – алгебраические 

дополнения соответствующих элементов аij. 
 
Для вычисления обратной матрицы справедлива формула: 

 T1 A
Adet

1A    

Пример. 






















111
351
142

A  

1. Вычислим определитель матрицы. 
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0Adet  , следовательно матрица – невырожденная. 
2. Найдем алгебраические дополнения всех элементов матрицы. 
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Записываем присоединенную матрицу: 
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3. Транспонируем: 
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4. Получаем обратную матрицу (по формуле). 
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  Ранг матрицы. 
 

Для решения  и исследования многих математических задач большое значение имеет 
понятие ранга матрицы. 

Рассмотрим матрицу А размерностью m×n. Вычеркиванием k строк и k столбцов 
можно вычленить из данной матрицы квадратную матрицу k- го порядка (подматрицу), 
где k ≤ min (m; n). Определитель такой подматрицы называется минором k-го порядка 
матрицы А. 

Обозначение: Мk. 
Пример. 
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Вычеркнув вторую и третью строки и третий и четвертый столбец получим подмат-

рицу: 







60
31

 и 6
60

31
M2 


 . 

Это минор второго порядка. 
Каждая матрица имеет столько миноров данного порядка k сколькими способами 

можно выбрать номера строк и столбцов. 
Определение. В матрице  А размерностью m×n минор порядка r называется базис-

ным, если он отличен от нуля, а все миноры порядка r + 1 равны нулю или миноров по-
рядка  r + 1 вообще нет т. е. r совпадает с min (m; n). 

Определение. Рангом матрицы А называется наивысший порядок отличных от нуля 
миноров этой матрицы. 

Обозначение: rang(A), rg(A), r(A). 
Из определения следует: 
1. Ранг матрицы А это порядок базисного минора. 
2. Ранг матрицы А размера m×n не превосходит наименьшего из ее размеров, т. е. 

r(A) ≤ min (m; n); 
3. r(A) = 0 только тогда, когда все ее элементы равны 0. 
Теорема о ранге матрицы.  
Ранг матрицы А равен числу линейно независимых строк (столбцов) матрицы. 
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Пример. 
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Вычленим из этой матрицы минор 3-го порядка, вычеркивая все строки и второй, 
третий и четвертый столбец. 

0192
602
311
541

M3 



  

Наивысший минор в данной матрице k ≤ min (3; 4), т.е k = 3,  не равен 0. 
Следовательно,  r(A) = 3. 
В общем случае определение ранга матрицы перебором всех миноров достаточно 

трудоемко. Для этого используются преобразования, сохраняющие ранг матрицы. 
Элементарные преобразования матрицы. 
1. Отбрасывание нулевой строки (столбца). 
2. Умножение строки (столбца) на число отличное от нуля. 
3. Перестановка строк (столбцов). 
4. Прибавление к каждому элементу одной строки (столбца) соответствующих эле-

ментов другой строки (столбца), умноженных на одно и то же число. 
 
Элементарные преобразования не меняют ранга матрицы. 
 
Вычисление ранга матрицы методом элементарных преобразований. 
 
С помощью элементарных преобразований можно привести матрицу к такому виду, 

что она будет содержать только 1 и 0. (Поэтому иногда метод называют метод единиц и 
нулей.) Ранг матрицы при этом будет очевиден. 

Пример. Вычислить ранг матрицы А. 
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Матрица А размерности 4×5 следовательно ее ранг не выше 4 =  min (4; 5). 
Наибольшее число нулей в 3 м столбце поэтому умножим столбец на ½ и переставим 

на первое место, поменяв с 1-м. 
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В первой строке можно поставить все 0 кроме 1-й единицы. 
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Теперь записываем 0 во вторую строку. 
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Переставляем третий и четвертый столбцы. 
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Записываем нули в третью строку, и убираем (-1) умножив вторую строку на это 
число. 



















00000
00100
00010
00001

 

В матрице осталось всего 3 единицы. 
Все миноры 4- го порядка нулевые. Единственный ненулевой минор третьего поряд-

ка: 1
100
010
001

M2   

r(A) = 3. 
Системы линейных уравнений. 

 
Определение. Система уравнений вида  
















mnmn2m21m

2n2n222121

1n1n212111

bxa...xaxa
...

bxa...xaxa
bxa...xaxa

 (1) 

называется системой линейных уравнений, содержащей m  уравнений и n 
неизвестных. 

Числа aij – коэффициенты системы, bi – свободные члены системы, xi – неизвестные. 
Определение. Коэффициенты, стоящие перед неизвестными, записанные в виде мат-

рицы называются матрицей системы. 





















mn2m1m

n22221

n11211

aaa

aaa
aaa

A









 

Неизвестные и свободные члены системы можно записать в виде векторов – столб-
цов. 
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n

2

1

x

x
x

X


- вектор – столбец неизвестных. 





















m

2

1

b

b
b

B


 - вектор – столбец свободных членов. 

В таком случае систему уравнений можно записать в компактной матричной форме: 
АX = B. 

Если в матрицу системы добавить столбец свободных членов, то получим расширен-
ную матрицу системы. 





















mmn2m1m

2n22221

1n11211

baaa

baaa
baaa

A









 

Если все свободные члены системы равны 0, то система называется однородной. 
Определение. Совокупность из n  чисел называется решением системы (1) если каж-

дое уравнение системы обращается в числовое равенство после подстановки в него этих 
чисел вместо соответствующих неизвестных. 

Система уравнения называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и 
несовместной, если она не имеет ни одного решения. 

Пример.  
Система из 3-х уравнений с 3 неизвестными: 













0xx5x
36x x74x
8x2x3x

321

321

321

 

 

Матрица системы для нее:






















151
674
123

A , столбец свободных членов 


















0
3
8

B расширенная матрица 






















0151
3674
8123

A  

Однородная система: 













0x8x3x
04x x35x

0x3x2x

321

321

321
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Методы решения систем линейных уравнений. 
 

Метод Крамера. 
  

Теорема (правило Крамера).  Система из n уравнений с n неизвестными (2) в слу-
чае, когда определитель системы не равен 0 (detA  ≠ 0), имеет единственное решение, вы-
числяемое по формулам: 




 i
ix , где Δ – определитель системы, а Δi – определитель матрицы, получаемой из 

матрицы системы, заменой i – того столбца столбцом свободных членов. 
Это формула Крамера. 

Примеры: 1. 







10x7x8
5x6x7

21

21  

Решим систему методом  Крамера. 

1
78
67





  95
710
65

1 



  110
108
57

2 


  

По формулам Крамера находим 
 

95
1

95x 1
1 








  110
1

110x 2
2 








  

2. 












0x2x3x
0x1x32x

1x3x2x

321

321

321

 

18
213
132
321

  5
210
130
321

1   1
203
102
311

2   7
013
032
121

3   

18
5

18
5x 1

1 






  
18
1

18
1x 2

2 







  
18
7

18
7x 3

3 







  

 
Метод Гаусса. 

 
Одним из наиболее универсальных и эффективных методов решений систем линей-

ных уравнений является метод Гаусса или метод последовательного исключения неиз-
вестных. 

Пусть дана система уравнений: 
















mnmn2m21m

2n2n222121

1n1n212111

bxa...xaxa
...

bxa...xaxa
bxa...xaxa

(1) 

Ей соответствует расширенная матрица системы: 





















mmn2m1m

2n22221

1n11211

baaa

baaa
baaa

A
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Выполняя элементарные преобразования строк расширенной матрицы системы мож-
но привести ее к ступенчатому виду: 























1mn

1n2k2

1n1k112

b~a~100

b~a~a~10
b~a~a~a~1

A









 

При этом система будет приведена соответственно к виду: 



















mnmnk

2n2nk2k2

1n1nk1k2121

b~xa~x

b~xa~xa~...x

b~xa~xa~...xa~x









      

То есть в данной системе из уравнений исключены неизвестные. Это действие назы-
вается прямой ход метода Гаусса.  

На втором этапе (обратный ход) идет последовательное определение неизвестных из 
этой ступенчатой системы. 

Опишем подробно шаги метода Гаусса. 
Прямой ход. 
Предположим, что а11 ≠ 0. (Если а11 = 0, то на первое место в системе переставим то 

уравнение, в котором коэффициент при x1 отличен от нуля.) а11 – ведущий коэффициент. 
Разделим первое уравнение (первую строку расширенной матрицы) на а11. Последова-
тельно умножая первое уравнение на – аi1 и складывая с i-м уравнением (строкой), исклю-
чим x1 из всех уравнений кроме первого. Получим эквивалентную систему: 

     
     

     
















1
mn

1
mn2

1
2m

1
2n

1
2n2

1
22

1
1n

1
1n2

1
121

bxa...xa
...

bxa...xa
bxa...xax

  

     
     

     





















1
m

1
mn

1
m2

1
2

1
2n

1
22

1
1

1
1n

1
12

baa0

baa0
baa1

A









 

Далее аналогичным образом, считаем главным элементом   0a 1
22  , делим на него 

второе уравнение и затем исключаем неизвестное x2 из всех уравнений кроме первого. 
Продолжая подобным образом мы получим систему ступенчатого вида. 

Обратный ход. 
Решаем ступенчатую систему, которая в общем случае имеет бесконечное множест-

во решений. Начинаем с последнего уравнения и выражаем xk  через остальные 
неизвестные (xk+1, …, xn). Затем подставляем xk в предпоследнее уравнение и выражаем xk-

1. Далее последовательно находим xk-2, …, x2, x1. 
Замечание.  
1. Если ступенчатая система получается треугольной в случае системы из n 

уравнений с n неизвестными, то исходная система имеет единственное реше-
ние которое мы находим, поднимаясь по системе вверх от xn к x1. 

2. Если число уравнений и неизвестных не совпадает получаем бесконечное 
множество решений придавая свободным неизвестным (xk+1, …, xn) произ-
вольные значения. 

На практике работают не с самой системой (1) а с ее расширенной матрицей, выпол-
няя элементарные преобразования строк матрицы. 

Пример. 
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1x6x5xx
2x4x3x
1x3x2x
5x4x3x2x

4321

431

432

4321

 

Преобразуем расширенную матрицу системы с помощью элементарных преобразо-
ваний. 



















16511
24301
13210
54321

 

 



 1  



 1

~ 






















42210
30020

13210
54321


2



1
~ 






















35400
16400

13210
54321

~ 






















21000
16400

13210
54321

 

Данной расширенной матрице соответствует система: 

















2x
1x64x

1x3x2x
5x4x3x2x

4

43

432

4321

 

Отсюда: 2x4   

4
13

4
x61x 4

3 


  

2
3x2x31x 342   

4
15x2x3x45x 2341   

Совместность систем линейных уравнений. 
 
Теорема (Кронекера – Капели). Система (1) имеет хотя бы одно решение в том и 

только том случае, если ранг матрицы системы А равен рангу расширенной матрицы сис-
темы A .  

    rArangArang   
Если r = n , то система имеет единственное решение; если r < n, то система имеет 

бесконечное множество решений, зависящее от n – r параметров. 
 
Примеры. Исследовать на совместность системы: 

1. 













2x3xx
1x2xx

1xxx

321

321

321

 

Расширенная матрица системы:  

















2311
1211
1111  



 1

~
















1200
0100
1111

 

 2 ~

















1000
0100
1111
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Матрица системы: 
















000
100
111

.   2Arang   

У расширенной матрицы системы существует минор третьего порядка не равный ну-

лю. 01
100
010
111

 . Т.е.   3Arang   

   ArangArang     Система несовместна. 
2.  
 

Векторы. Линейные операции над векторами. 
 

Определение 1. Направленный отрезок (или, что то же, упорядоченную пару точек) 
мы будем называть вектором. 

Обозначение: AB , a


, a. 
Нулевой вектор (у которого начало и конец совпадают): 0


. Вектор характеризуется 

длиной и направлением. 
Под модулем (длиной) вектора a


понимаем его численное значение без учета на-

правления. 
aa 


, 00 


 

Вектор, длина которого равна 1 – единичный вектор. 1e 


. 
Если ненулевой вектор a


разделить на его длину получим единичный вектор (орт) 

направления. 
a
ae 



  

Определение 2. Два вектора называются равными, то есть не различаются как век-
торы, если соответствующие отрезки параллельны, имеют одинаковую длину и направле-
ние. 

Будем считать, что любые два равных вектора это один и тот же свободный вектор, 
то есть вектор, у которого не фиксировано конкретное начало и конец, так как направлен-
ный отрезок можно передвинуть параллельно самому себе и вектор при этом не изменит-
ся. В связи с этим слова "вектор параллелен прямой (плоскости)" и "вектор лежит на пря-
мой (плоскости)" означают одно и то же. 

Нулевой вектор направления не имеет. Считается, что он параллелен и перпендику-
лярен любому вектору. 

Определение 3. Векторы называются коллинеарными, если они параллельны одной 
прямой. 

Определение 4. Векторы называются компланарными, если они параллельны одной 
плоскости.  

Линейные операции над векторами. 
 

Определение 5.  Суммой векторов a


 и b


 называется такой третий вектор c


 , что 
при совмещенных началах этих трех векторов, векторы a


 и b


 служат сторонами парал-

лелограмма, а вектор c


 его диагональю. (рис 1.).  
bac
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Рис.1.Сложение векторов по правилу параллелограмма. 

Это сложение называется сложением по правилу параллелограмма. Однако бывает 
более удобным использовать для сложения правило треугольника. Очевидно, что резуль-
таты сложения по правилу параллелограмма и по правилу треугольника одинаковы.  

 

Рис. 2.Правило треугольника 
 

Для каждого вектора a


 вектор существует ему противоположный – имеющий ту же 
длину, но противоположный по направлению. Он обозначается a


 . 

  0aa 


 
Определение 6. Разностью векторов a


 и b


 называется сумма a


 и вектора проти-

воположного b


:   baba


 . 
Графически можно также изобразить разность векторов по правилу треугольника и 

параллелограмма.  
Определение 7.  Произведением вектора a


 на вещественное число α называется 

вектор b


, определяемый условием  
1. ab


  ; 

2. вектор b


коллинеарен вектору a


; 
3. векторы a


 и b


 направлены одинаково, если α > 0, и противоположно, если α < 0. 

Произведение вектора a


 на α обозначается a


 .(Рис.3.) a5,1


  

 

Рис.3 .Умножение вектора на число 
Замечание. Иногда числа называют скалярами. Таким образом, мы дали определе-

ние  умножения вектора на скаляр. 
 
Основные свойства операций сложения и умножения вектора на число. 
 
Для любых векторов c,b,a


и любых вещественных чисел α, β выполняются сле-

дующие свойства:  
1. abba


  (свойство коммутативности операции сложения);  

2.    cbacba


  (свойство ассоциативности операции сложения);  
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3.  a0a


 ;  
4.    aa


  (свойство ассоциативности по отношению к числам);  

5.   baba


   (свойство дистрибутивности по отношению к умножению на 
число); 

6.   aaa


   (свойство дистрибутивности по отношению к умножению на 
вектор;  

7. aa1


 ,   aa1


 , 0a0


 . 
 

Прямоугольная (Декартова) система координат в пространстве. 
 

Декартова система координат в пространстве задается началом координат точкой О и 
базисом, состоящим из трех взаимно перпендикулярных единичных векторов 

k,j,i


(ортов) координатных осей OX, OY и OZ соответственно. 
Выберем вектор a


 пространства и совместим его начало с началом координат т.О. 

Обозначим точку М как конец вектора. Вектор OM - радиус – вектор точки М. Вектор 
OMa 


 может быть единственным образом разложен по базису k,j,i


. 

kzjyixa


  

 
Т.е. координатами вектора a


в декартовой системе координат будут x, y, z. 

 z,y,xOMa 


 
Координаты точки М и вектора OM  совпадают:  z,y,xM . 

Зная координаты вектора можно найти его модуль: 222 zyxa 


. 
Линейные операции над векторами заданными в координатной форме. 

 
Пусть векторы a


 и b


заданы своими координатами.  111 z,y,xa 


,  222 z,y,xb 


. 
Можно записать:  212121 zz,yy,xxba 


 и  111 z,y,xa  


. 

Примеры:  3,2,1a 


  5,0,4b 


. 
   8,2,553,02,41ba 


 

   2,2,353,02,41ba 


 
    6,4,232,22,12a2 


 

        15,0,1253,03,43b3 


 
 

Расстояние между двумя точками. 
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Найдем координаты вектора ABa 


, если известны координаты точек  111 z,y,xA  и 
 222 z,y,xB .  

 
Имеем  121212 zz,yy,xxOAOBAB  . 
Следовательно, координаты вектора равны разности координат его конца и начала. 

Расстояние между точками А и В:      212
2

12
2

12 zzyyxxAB   

Пример:  3,0,1A   1,2,4B   
    2,2,331,02,14AB   

12,417223AB 222   

 
Деление отрезка в данном отношении. 

 
Отношением в котором точка М делит отрезок М1М2 называется число λ, удов-

летворяющее равенству 21 MMMM   . Найдем координаты точки М(x, y, z) через 
координаты точек М1(x1, y1, z1) и М2(x2, y2, z2). 

Координаты векторов: 
 1111 zz,yy,xxMM  ,  zz,yy,xxMM 2222  . 

Векторы равны если равны их соответствующие координаты, из этого усло-
вия:         zz,yy,xxzz,yy,xx 222111    

 xxxx 21    
xxxx 21    

21 xxxx    







1

xxx 21  

Аналогично  






1

yyy 21 , 






1

zzz 21 . 

Если точка М – середина отрезка М1М2, то λ =1. 
Координаты середины отрезка М1М2: 

2
xxx 21  , 

2
yyy 21  , 

2
zzz 21  . 

Пример: М1(3, -5, 8) М2(7, 13, -6). 
Координаты середины отрезка М1М2: 

5
2

73x 


 , 4
2

135y 


 , 1
2

68z 


 .  

М(5, 4, 1) 
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Угол между двумя векторами. 
 

Определение. Углом между векторами a


 и b


называют наименьший угол φ 
(  0 ) на который нужно повернуть один из векторов, чтобы их направления совпа-
ли. 

 
  

Скалярное произведение векторов. 
 
Определение: Назовем скалярным произведение двух векторов a


 и b


 число, равное 

произведению длин этих векторов и косинуса угла φ между ними. 
Обозначение: ba


 , ba


,  b,a


. 

  cosbab,a 


 

 
 Свойства скалярного произведения. 
 
1.    a,bb,a


 . (Переместительное свойство). 

2.     bab,a

  (Сочетательное свойство). 

3.   cabacba


 ( Распределительное свойство). 

4. 22 aa


 . 
5. Условие перпендикулярности векторов. 
Если векторы a


 и b


(ненулевые) взаимно перпендикулярны, то их скалярное произ-

ведение равно нулю, т. е. если ba


 , то 0ba 


. Справедливо и обратное утверждение: 
если 0ba 


 и 0a 


 и 0b 


, то ba


 . 

  
Выражение скалярного произведения через координаты векторов. 

  
Пусть даны два вектора   111 z,y,xa 


 и   222 z,y,xb 


. Найдем их скалярное про-

изведение. 
Так как kzjyixa 111


  и kzjyixb 222


  можно умножить их как многочле-

ны, используя свойства скалярного произведения. 
      kjzyjyyijxykizxjiyxixxkzjyixkzjyixb,a 21

2
21212121

2
21222111



   2
212121 kzzjkyzikxz


 
0kjjkikkiijji 


 (так как все векторы взаимно перпендикулярны.) 

1kji 222 


 
  212121 zzyyxx   
  212121 zzyyxxb,a 


 

Условие перпендикулярности векторов: 0zzyyxx 212121   
Примеры: 1. Даны векторы  4,2,4a 


,  2,3,6b 


. 
Вычислить: ba


,    b3ab3a2


 . 
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        228624243264zzyyxxb,a 212121 


 

     2222 b9ba3a2b9ab3ba6a2b3ab3a2


 

    36424aa
2

22222 




 


 

  49236bb
2

22222 




 


 

303499223362   
2. Даны вершины четырехугольника А(1, -2, 2), В(1, 4, 0), С(-4, 1, 1), D(-5, -5, 3). До-

казать, что его диагонали взаимно перпендикулярны. 
Для этого нужно доказать, что векторы AC  и BD  перпендикулярны. 

 1,3,5AC  ,  3,9,6BD   
        0319365BDAC   

 
Угол между векторами. 

 
Определим угол φ между векторами  111 z,y,xa 


 и   222 z,y,xb 


. 

Из определения скалярного произведения: 
ba
bacos 






 , т.обр. 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxxcos



  

Пример. Даны вершины треугольника АВС: А(-1, -2, 4), В(-4, -2, 0), С(3, -2, 1). Вы-
числить внешний угол при вершине В. 

Внешний угол будет определяться как угол между векторами BA  и BC . 
 4,0,3BA  ,  1,0,7BC   

   
    2

2
2

1
5025

25

1743

1473cos
2222










  

φ = 3π/4 
 

Векторное произведение векторов. 
 
Правая и левая тройка векторов. 
Определение. Тройка некомпланарных векторов a


, b


 и c


называется правой (ле-
вой), если направление вектора c


 таково, что если смотреть из его конца вдоль вектора, 

то поворот по кратчайшему пути от a


до b


 виден как поворот против (по) часовой стрел-
ке. 

  
Определение. Векторными произведением вектора  на вектор называется вектор , 

который:  
1. перпендикулярен векторам a


 и b


, т.е. ac


  и bc


 ; 
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2. имеет длину, численно равную площади параллелограмма, построенного на век-
торах a


 и b


как на сторонах, т.е. sinbac 


, где φ – угол между a


 и b


; 

3. векторы a


, b


 и c


 образуют правую тройку. 

 
Обозначение: ba


 ,  b,a


. 

 
Свойства векторного произведения. 

 
1. abba 


. (Свойство анти-коммутативности.) 

2.      bababa


  . (Сочетательное свойство относительно скалярного 
множителя.) 

3.   cbcacba


 . (Распределительное свойство.) 
4. Два ненулевых вектора a


 и b


коллинеарны тогда и только тогда, когда их вектор-

ное произведение равно нулевому вектору, т. е. 0baba 


 

Следовательно 0aa 


, а также 0kkjjii 


. 
 

Выражение векторного произведения через координаты векторов. 
 
 
Пусть даны два вектора   111 z,y,xa 


 и   222 z,y,xb 


. Найдем их векторное про-

изведение. 
kzjyixa 111


  и kzjyixb 222


  умножим их как многочлены, используя 
свойства векторного произведения. 

       jjyyijxykizxjiyxiixxkzjyixkzjyixb,a 2121212121222111


   kkzzjkyzikxz 212121


 
Найдем векторные произведения между ортами k,j,i


. 

 
kji


  
Т.к. ijji


 , то kij


 . 

Аналогично  
jik


 , jki


  
ikj


 , ijk


  
Подставим в (*) полученные выражения и учтем свойство 4. 
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   iyzjxzizykxyjzxkyx 212121212121


 
       kxyyxjxzzxiyzzykxykyxjzxjxziyzizy 212121212121212121212121



 

222

111
22

11

22

11

22

11

zyx
zyx
kji

k
yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy




  

222

111

zyx
zyx
kji

ba




  

Примеры. 1.  Даны векторы  2,1,3a 


,  1,2,1b 


. Вычислить ba


 . 
 

  k7j1i5k
21
13

j
11
23

i
12
21

121
213

kji
ba




















  

 7,1,5ba 


 
2. Вычислить площадь ΔАВС,  если вершины А(1, 2, 0), В(3, 0, 3), С(5, 4, 3).  
Согласно определению векторного произведения векторов  

sinbaba 


, что является площадью параллелограмма, построенного на век-

торах a


 и b


как на сторонах. Т.е. baSпар


  и тогда ba
2
1S


  

Найдем векторное произведение векторов AB  и AC . 
 3,2,2AB  ,  3,2,4AC   

    k12j6i12k
24
22

j
34
32

i
32
32

324
322
kji

ACAB










  

      183241443614412612ACAB 222   

918
2
1ACAB

2
1S ABC   

 
Смешанное произведение векторов. 

 
Определение. Смешанным (или векторно-скалярным) произведением векторов a


,b


 
и c


 называется число   cba

 , где первые два вектора перемножаются векторно, а их 

результат скалярно на третий вектор. 
Геометрический смысл выражения   cba


 . 

Смешанное произведение трех векторов равно объему параллелепипеда, построенно-
го на этих векторах, взятому со знаком «плюс», если эти векторы образуют правую трой-
ку, и со знаком «минус», если они образуют левую тройку. 
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Свойства смешанного произведения. 

 
1. Смешанное произведение не меняется при перемене местами знаков векторного и 

скалярного умножения, т. е.    cbacba


 . 
Поэтому обозначение cba


. (без знаков векторного и скалярного произведений.) 

2. Векторное произведение не меняется при циклической перестановке сомножите-
лей, т.е. bacacbcba


 , но меняет свой знак при перемене мест любых двух 

векторов сомножителей abccabbcacba


 . 
3. Смешанное произведение ненулевых векторов a


, b


 и c


 равно нулю тогда и 
только тогда, когда они компланарны. 

Если 0cba 


, то a


, b


 и c


- компланарны. 
 
Выражение смешанного произведения через координаты векторов. 
 
Пусть заданы три вектора   111 z,y,xa 


,  222 z,y,xb 


 и  333 z,y,xc 


. Найдем 
их смешанное произведение, используя координатные выражения для векторного и ска-
лярных произведений. 

k
yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy

zyx
zyx
kji

ba
22

11

22

11

22

11

222

111





  

Координаты векторного произведения: 









22

11

22

11

22

11

yx
yx

,
zx
zx

,
zy
zy

ba
 . 

Умножим скалярно на  333 z,y,xc 


. 

 
222

111

333

3
22

11
3

22

11
3

22

11

zyx
zyx
zyx

z
yx
yx

y
zx
zx

x
zy
zy

cba 
  

Полученную формулу можно преобразовать к виду: 

 
333

222

111

zyx
zyx
zyx

cba 
  

 
Вычисление объемов параллелепипеда и треугольной пирамиды.  
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Согласно геометрическому смыслу смешанного произведения объем параллелепипе-
да, построенного на векторах a


,b


 и c


 вычисляется как cbaV


 , а объем треугольной 

пирамиды, построенной на тех же векторах cba
6
1V


 . 

Примеры: 
1. Даны векторы  0,1,2a 


,  4,2,3b 


,  5,2,1c 


. Вычислить cba


. 
 

    1511122
31
23

0
51
43

1
53
42

2
531
423
012

zyx
zyx
zyx

cba

333

222

111

















 
2. Проверить, лежат ли 4 точки А(1, 2, -1), В(0, 1,5), С(-1, 2, 1) и D(2, 1, 3) в одной 

плоскости. 
Составим 3 вектора из данных точек и найдем их координаты:  6,1,1AB  , 

 2,0,2AC  ,  4,1,1AD  . Данные векторы должны лежать в одной плоскости 
и следовательно быть компланарными.  
Убедимся в этом 

    

















11
02

6
41
22

1
41
20

1
411
202
611

ADACAB  

      0121022610121   
Условие компланарности векторов выполняется, то есть точки лежат в одной плос-
кости. 
3. Даны вершины тетраэдра А(1, 2, 3), В(0, -1, 1), С(2, 5, 2), D(3, 0, -2). Найти его 

объем. 
Найдем векторы a


, b


 и c


 на которых построен данный тетраэдр (треугольная пира-
мида). 

 2,3,1ABa 


,  1,3,1ACb 


,  2,0,3ADc 


 

          















 233171
22

31
2

52
11

3
52
13

1
522
131
231

cba


 
2416917   

624
6
1cba

6
1V 


 

 
Аналитическая геометрия на плоскости. 

 
Аналитическая геометрия – решение геометрических задач с помощью алгебры, 

для чего используется метод координат. 
Под системой координат на плоскости понимают способ, позволяющий численно 

описать положение любой точки плоскости. Система координат на плоскости аналогична 
введенной ранее декартовой системе координат в пространстве. Любая точка М на плос-
кости может быть задана своими координатами: (x, y). Эти два числа полностою опреде-
ляют положение точки на плоскости, то есть каждой паре чисел x и y соответствует един-
ственная точка М на плоскости и наоборот. 
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Множество точек на плоскости могут образовать линию. Например, прямую или ок-

ружность. При этом точки принадлежащие линии обладают определенными геометриче-
скими свойствами. 

Определение. Уравнение линии (уравнением кривой) на плоскости Оху нозывается 
уравнение F(x, y) = 0, которому удовлетворяют координаты х и у  каждой точки данной 
линии  и не удовлетворют координаты любой точки, не лежащей на этой линии. 

Например, если точка М(x1,y1) лежит на кривой, то F(x1, y1) = 0 – верное равенство, 
если N(x2,y2)  не лежит на кривой то F(x2, y2) ≠ 0. 

Примеры: 1. Уравнение окружности: x2 + y2 = 4. 
Точка А (-2, 0) лежит на окружности так как (-2)2 + 02 = 4, В (1, 1) – не лежит 12 + 12 ≠ 

4. 
2. xy = 8 
C(2, 4) – Лежит. 
D (1, 5) – не лежит. 
3. y - 3x = 0  (y = 3x) 
Е (3, 1 ) – лежит, К (2, 2 ) – не лежит. 
 Основные задачи. 
1. Задано уравнение линии. Определить лежит ли точка на линии. 
x2 + y2 = 4 
M(4, -2): 42 + (-2)2 = 20 ≠ 25, т. е. не лежит. 
К (-3, 4 ): (-3)2 + 42 =  25  –  лежит. 
2. Найти точку пересечения 2-х линий. Для этого решается система уравнений. 










4y
xy 2

 

2 точки пересечения А(-2, 4) и В (2, 4). 
 
Уравнение прямой на плоскости. 
 
1. Общее уравнение прямой. 
 
Уравнение Ax + By + C = 0 (1)  с произвольными коэффициентами А, В, С такими, что 

А и В не равны нулю одновременно, называется общим уравнением прямой. 
Уравнение (1) называется полным, если А, В, С ≠ 0 и неполным если хотя бы один 

коэффициент равен 0.  
Виды неполных уравнений. 
1. С = 0. → Ax + By = 0 – прямая, проходящая через начало координат,  т. к. 

точка  с координатами x = 0  и y = 0 удовлетворяет уравнению. 
2. В = 0 → Ax + C = 0 – прямая параллельная оси Оy. 
3. А = 0 → By + C = 0 – прямая параллельная оси Оx. 
4. В = 0, С = 0 → Ax = 0 –ось Оy. 
5. А = 0, С = 0 → By = 0 –ось Оx 
 
Теорема. Вектор  B,An 


 является вектором перпендикулярным к прямой Ax + By 

+ C = 0.  
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Этот вектор  B,An 


 называют вектором нормальным данной прямой (вектором 
нормали). 

Задача. Записать уравнение прямой, проходящей через заданную точку  000 y,xM  
перпендикулярно заданному ненулевому вектору  B,An 


. 

Возьмем на прямой произвольную точку M(x, y) и рассмотрим вектор 
 000 yy,xxMM  . Поскольку векторы n


 и MM0  перпендикулярны, то их скалярное 

произведение равно 0: 0MMn 0 


, т. е. A(x – x0) + B(y – y0) = 0. 
Мы получили уравниение прямой, проходящей через заданную точку 

перпендикулярно заданному вектору: 
 A(x – x0) + B(y – y0) = 0. (2) 
Его можно переписать в виде общего уравнения прямой: Ax + By + C = 0. 

 
2. Уравнение прямой «в отрезках». 
Если в уравнении (1) А, В, С ≠ 0. 
Ax + By  = - C  
Разделим обе части уравнения на – С. 







1
C

By
C

Ax 1

B
C
y

A
C
x







 

Обозначим:
A
Ca  , 

B
Cb  . 

Таким образом получим уравнение: 

1
b
y

a
x

 (3) – уравнение прямой «в отрезках». 

Числа a и b указывают, какие отрезки отсекает прямая на осях координат. 

 
3. Каноническое уравнение прямой. 
 
Определение. Любой ненулевой вектор, параллельный данной прямой будем назы-

вать направляющим вектором данной прямой. 
Прямая линия считается полностью определенной, если на ней задана начальная 

точка M0(x0, y0) и направляющий вектор. 
Задача. Требуется найти уравнение прямой проходящей через данную точку M0 и 

имеющей заданный направляющий вектор  m,lq


. 
Точка M(x, y) лежит на искомой прямой, тогда и только тогда, если вектор MM0  па-

раллелен вектору q


.  000 yy,xxMM   коллинеарен вектору  m,lq


, если их коор-
динаты пропорциональны, таким образом получаем  
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m
yy

l
xx 00 


 (4) – каноническое уравнение прямой. 

Если уравнение приравнять параметру t : t
m

yy
l
xx 00 




 , то получим 








0

0

ymty
xltx

 (5) – параметрическое уравнение прямой. 

Задача. Пусть даны 2 точки M1(x1, y1) и M2(x2, y2). Записать уравнение прямой, про-
ходящей через эти точки. 

Составим из этих точек вектор  121221 yy,xxMM  . Данный вектор будет на-
правляющим для искомой прямой. Т. е.  121221 yy,xxMMq 


. Из канонического 

уравнения прямой получим 

12

1

12

1
yy
yy

xx
xx






  (6) – уравнение прямой, проходящей через данные точки. 

4. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. 
Пусть на плоскости Оху задана произвольная прямая, не параллельная оси Оу. Под 

углом наклона прямой α (0 ≤ α < π) понимается наименьший угол, на который нужно 
повернуть вокруг точки пересечения прямой и оси Ох против часовой стрелки ось Ох до 
ее совпадения с прямой. 

Число tgk   - угловой коэффициент прямой. Если направляющий вектор прямой 

 m,lq


, то 
l

mtg  . 

Пусть точка M0(x0, y0) лежит на прямой. Запишем каноническое уравнение 

m
yy

l
xx 00 




. 

Перепишем уравнение в виде:  00 xx
l
myy  . 

 Так как 
l
mtgk   , то  00 xxkyy  . 

Данное уравнение преобразуем к виду 00 ykxkxy   

00 kxykxy  .  
Обозначим: 00 kxyb   bkxy  . 

bkxy   (7) – уравнение прямой с угловым коэффициентом. 
 
Основные задачи на прямую. 
 
Угол между прямыми. 
  
Под углом между прямыми понимаем наименьший угол на который нужно повер-

нуть первую прямую чтобы совместить со второй. 
Очевидно, что угол между прямыми можно определить как угол между их нормаль-

ными или направляющими векторами. 
а). Прямые заданны общими уравнениями. 
L1:  A1x + B1y + C1 = 0  111 B,An   
L2:  A2x + B2y + C2 = 0  222 B,An   
 Угол найдем по формуле для угла между векторами. 
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2
2

2
2

2
1

2
1

2121

BABA

BBAAcos



  

Отсюда условие параллельности прямых: 
2

1

2

1
B
B

A
A

 , а условие перпендикулярности: 

A1 A2 + B1 B2  = 0. 
б). Прямые заданы каноническими уравнениями. 

L1: 
1

1

1

1
m

yy
l

xx 


    111 m,lq   

L2:  
2

2

2

2
m

yy
l

xx 


   222 m,lq   

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

mlml

mmllcos



  

Условие параллельности прямых: 
2

1

2

1
m
m

l
l

 , а условие перпендикулярности:  

 l1 l2 + m1 m2  = 0. 
в). Прямые заданы уравнениями с угловым коэффициентом. 
L1:  y = k1x + b1  
L2:  y = k2x + b2 

 
Если α1 и α2 углы наклона прямых, то угол между прямыми φ = α2 - α1. Так как k1 = 

tg(α1) и k2 = tg(α2), то        
    21

12

21

12
12 kk1

kk
tgtg1
tgtgtgtg











 . 

Если tg(φ) = 0, то прямые параллельны. Т.е. условие параллельности: k1 = k2. 
Если tg(φ)→∞, то прямые перпендикулярны. Условие перпендикулярности: 1 + k1 k2 

= 0 или  
1

2 k
1k  . 

 
Расстояние от точки до прямой. 

 
Расстояние от точки до прямой это длина перпендикуляра, опущенного на прямую из 

точки. 
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Для прямой, заданной своим общим уравнением Ax + By + C = 0 и точки M0(x0, y0) 
расстояние определяем по формуле: 

22
00

BA

CByAx
d




  

 
Кривые второго порядка. 
 
Определение. Линия, определяемая уравнением второй степени относительно де-

картовых координат:  
0FEy2Dx2CyBxy2Ax 22   (1) 

где А, В, С не равны нулю одновременно, есть кривая второго порядка. 
 
Окружность. 
 
Простейшей кривой второго порядка является окружность. 
Определение. Окружностью радиуса R с центром в точке M0  называется множест-

во всех точек М плоскости, удовлетворяющих условию M0М = R. (Т. е. равноудаленных от 
точки M0.) 

Пусть точка M0  в прямоугольной системе координат Оху имеет координаты (a, b), а 
М(х, у) – произвольная точка окружности. Из условия M0М = R получим уравнение: 

    Rbyax 22  , то есть 

    222 Rbyax   (1) 
Уравнению (1) удовлетворяют все точки М(х, у) данной окружности и не удовлетво-

ряют координаты никакой точки не лежащей на окружности. Уравнение (1) - канониче-
ское уравнение окружности. 

  
Эллипс. 
 
Определение.  Эллипсом называется множество всех точек плоскости сумма рас-

стояний, от каждой из которых до двух данных точек плоскости, называемых фокусами, 
есть постоянная величина. 

Выберем систему координат так чтобы фокусы F1  и F2 лежали на оси Ох и начало 
координат совпадало с серединой отрезка F1F2. Тогда фокусы будут иметь координаты: 
F1(-с, 0) и F2(с, 0). 

Пусть М(х, у) – произвольная точка эллипса.  

 
Расстояния от точки М до фокусов:   22

1 ycxr  и   22
1 ycxr  . По оп-

ределению эллипса a2rr 21  . То есть     a2ycxycx 2222  . 
После преобразования данного уравнения можно получить каноническое уравнение 

эллипса: 1
b
y

a
x

2

2

2

2
 . 

222 bac  . 
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Эллипс фигура симметричная относительно осей Ох и Оу. a – большая полуось,  b – 

малая полуось. Величина 
a
c

  - эксцентриситет эллипса. Так как a > c , то  у эллипса  

ε < 1. У окружности (как частного случая эллипса) ε = 0. 
Расстояние от произвольной точки  М(х, у), лежащей на эллипсе, до каждого из фо-

кусов, является линейной функцией от ее абсциссы: xar1  , xar2  . Эти расстоя-
ния фокальные радиусы. 

 

 
Гипербола. 
 
Определение.  Гиперболой называется множество всех точек плоскости разность 

расстояний, от каждой из которых до двух данных точек плоскости, называемых фокуса-
ми, есть постоянная величина. 

Выберем систему координат так чтобы фокусы F1  и F2 лежали на оси Ох и начало 
координат совпадало с серединой отрезка F1F2. Тогда фокусы будут иметь координаты: 
F1(-с, 0) и F2(с, 0). 

Пусть М(х, у) – произвольная точка гиперболы.  

 
Расстояния от точки М до фокусов:   22

1 ycxr  и   22
1 ycxr  . По оп-

ределению гиперболы a2rr 21  . То есть     a2ycxycx 2222  . 

После преобразования данного уравнения можно получить каноническое уравнение 

гиперболы: 1
b
y

a
x

2

2

2

2
 . 222 bac   
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Гипербола фигура симметричная относительно осей Ох и Оу. a – действительная 

полуось,  b – мнимая полуось. Величина 
a
c

  - эксцентриситет гиперболы. У гипер-

болы a < c , то есть  ε >1. Линии x
a
by  - асимптоты гиперболы. 

Расстояние от произвольной точки  М(х, у), лежащей на гиперболе, до каждого из 
фокусов следующим образом зависит от ее абсциссы: xar1  , xar2  . Эти рас-
стояния фокальные радиусы. 

 
Парабола. 
  
Определение. Параболой называется множество всех точек плоскости, каждая из 

которых одинаково удалена от данной точки, называемой фокусом, и данной прямой на-
зываемой директрисой. Расстояние от фокуса F до директрисы называется параметром 
параболы и обозначается через p (p > 0). 

Выберем систему координат так чтобы фокусы  ось Ох  проходила через фокус F 
перпендикулярно директрисе, а начало координат расположим посередине между фоку-

сом и директрисой. В выбранной системе фокус  F имеет координаты  





 0,

2
p , а уравнение 

директрисы 
2
px  .  

Пусть М(х, у) – произвольная точка параболы. Пусть d – расстояние от точки М до 
директрисы, а r = MF.  

По определению d = r. 

2
2

y
2
pxr 





   

2
pxd  . 

Из условия равенства получим каноническое уравнение параболы: px2y 2   
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Нетрудно показать что уравнения px2y 2  , py2x2  , py2x2   также опреде-

ляют параболы. 

 
 

Аналитическая геометрия в пространстве. 
 
Поверхность в пространстве можно рассматривать как геометрическое место точек, 

удовлетворяющих какому-либо условию. Прямоугольная система координат Охyz  в про-
странстве позволяет установить взаимно однозначное соответствие между точками про-
странства и их координатами (x, y, z). Поэтому свойство общее всем точкам поверхности 
можно записать виде уравнения, связывающего координаты всех точек поверхности. 

Определение. Уравнением поверхности в прямоугольной системе координат Охyz 
называется такое уравнение F(x, y, z) = 0 c тремя переменными x, y и z которому удовле-
творяют координаты каждой точки, лежащей на поверхности, и не удовлетворяют коор-
динаты точек не лежащими на этой поверхности. 

 
Плоскость в пространстве. 
 
В декартовых прямоугольных координатах  уравнение любой плоскости приводится 

к виду Ax + By + Cz + D =0 (1) , где А, В, С, D -  заданные числа, причем хотя бы одно из 
чисел А, В или С должно быть отлично от нуля, и обратно уравнение (1) всегда является 
уравнением некоторой плоскости. 

Вектор  C,B,An 


 является вектором перпендикулярным к плоскости Ax + By + 
Cz + D  = 0. Его называют вектором нормальным данной плоскости (вектором нормали). 

Уравнение (1) называется полным, если А, В, С, D ≠ 0 и неполным если хотя бы 
один коэффициент равен 0.  

Виды неполных уравнений. 
 
1. D = 0. → Ax + By + Cz = 0 – плоскость, проходящая через начало координат,  т. к. 

точка  с координатами x = 0, y = 0, z = 0 удовлетворяет уравнению. 
2.  А = 0 → By + Cz + D =0  – плоскость параллельная оси Оx. 
3.  B = 0 → Ax + Cz + D =0 – плоскость параллельная оси Оy. 
4.  С = 0 → Ax + By + D =0  – плоскость параллельная оси Оz. 
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5.  А = 0, B = 0 → Cz + D =0 – плоскость параллельная координатной оси  Оxy. 
6.  B = 0, C = 0 → Ax +  D =0 – плоскость параллельная координатной оси Оyz. 
7.  А = 0, C = 0 → By +  D =0 – плоскость параллельная координатной оси Оxz. 
8. B = 0, C = 0, D = 0 → x = 0 – координатная плоскость Оyz. 
9. A = 0, C = 0, D = 0 → y= 0 – координатная плоскость Оxz. 
10. A = 0, B = 0, D = 0 → z = 0 – координатная плоскость Оxy. 
 
Уравнение плоскости «в отрезках». 
 
Если в уравнении (1) А, В, С, D ≠ 0. 
Ax + By + Cz = - D 
Разделим обе части уравнения на – D. 










1
D

Cz
C

By
C

Ax 1

C
D
z

B
C
y

A
C
x










 

Обозначим:
A
Ca  , 

B
Cb  , 

C
Dc  . 

Таким образом получим уравнение: 

1
c
z

b
y

a
x

 (2) – уравнение плоскости «в отрезках». 

Числа a и b и c указывают, какие отрезки отсекает  плоскость на осях координат. 

 
 
 
Задача. Записать уравнение плоскости, проходящей через заданную точку 

 0000 z,y,xM  перпендикулярно заданному ненулевому вектору  C,B,An 


. 
 
Возьмем на прямой произвольную точку M(x, y, z) и рассмотрим вектор 

 0000 zz,yy,xxMM  , лежащий в искомой плоскости. Поскольку векторы n


 и 

MM0  перпендикулярны, то их скалярное произведение равно 0: 0MMn 0 


, т. е. A(x – x0) 
+ B(y – y0) + С(z – z0) = 0. 

Мы получили уравниение плоскости, проходящей через заданную точку 
перпендикулярно заданному вектору: 

A(x – x0) + B(y – y0) + С(z – z0) = 0. (3) 
Его можно переписать в виде общего уравнения плоскости: Ax + By + Cz + D =0. 
 
Уравнение плоскости, проходящей через 3 точки не лежащие на одной прямой. 
 
Задача: Даны 3 точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2) и M3(x3, y3, z3), не лежащие на од-

ной прямой. Записать уравнение плоскости, проходящей через эти точки. 
Возьмем на плоскости произвольную точку M(x, y, z)  и составим векторы 

 12121221 zz,yy,xxMM  ,  13131331 zz,yy,xxMM   и 
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 zz,yy,xxMM 1111  . Эти векторы компланарны, и должно выполняться условие 
компланарности векторов: 

0
zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

131313

121212

111






 (4) 

Получили уравнение плоскости, проходящей через 3 заданные точки. 
   
Угол между двумя плоскостями. 
 
Под углом между плоскостями P1 и P2 понимается один из двугранных углов обра-

зуемых плоскостями. 
Очевидно, что угол между плоскостями можно определить как угол между их нор-

мальными векторами. 
Пусть плоскости заданы общими уравнениями: 
P1:  A1x + B1y + C1z + D1 = 0  1111 C,B,An   
P2:  A2x + B2y + C2z + D2 = 0  2222 C,B,An   
 Угол найдем по формуле для угла между векторами. 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAAcos



  

Отсюда условие параллельности плоскостей: 
2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A

 , а условие перпендику-

лярности: A1 A2 + B1 B2  +  С1 С2  = 0. 
   
Расстояние от точки до плоскости. 
 
Расстояние от точки до плоскости это длина перпендикуляра, опущенного на плос-

кость из точки. 
Для плоскости, заданной своим общим уравнением Ax + By + Cz + D =0 и точки 

M0(x0, y0, z0) расстояние определяем по формуле: 

222
000

CBA

DCzByAx
d




  

 
Прямая линия в пространстве. 
 
Каноническое уравнение прямой. 
  
Положение прямой в пространстве полностью определено, если задана какая-либо 

точка  М0, лежащая на прямой и вектор q


, параллельный этой прямой. 
Определение. Любой ненулевой вектор, параллельный данной прямой будем назы-

вать направляющим вектором данной прямой. 
Задача. Требуется найти уравнение прямой проходящей через данную точку M0(x0, 

y0, z0)  и имеющей заданный направляющий вектор  p,n,mq


. 
 Возьмем на искомой прямой произвольную точку M(x, y, z). Вектор MM0  паралле-

лен вектору q


.  0000 zz,yy,xxMM   коллинеарен вектору  p,n,mq


, если их 
координаты пропорциональны, таким образом получаем 
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p
zz

n
yy

m
xx 000 





 (1) – каноническое уравнение прямой. 

Если уравнение приравнять параметру t : t
p
zz

n
yy

m
xx 000 







 , то получим 













0

0

0

zptz
ynty
xmtx

 (2) – параметрическое уравнение прямой. 

Задача. Пусть даны 2 точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2). Записать уравнение прямой, 
проходящей через эти точки. 

Составим из этих точек вектор  12121221 zz,yy,xxMM  . Данный вектор бу-
дет направляющим для искомой прямой. Т. е.  12121221 zz,yy,xxMMq 


. Из 

канонического уравнения прямой получим 

12

1

12

1

12

1
zz
zz

yy
yy

xx
xx










  (3) – уравнение прямой, проходящей через данные точ-

ки. 
Общее уравнение прямой. 
  
Любую прямую в пространстве можно задать как линию пересечения двух непарал-

лельных плоскостей. То есть можно записать уравнение прямой как систему уравнений: 








0DzCyBxA
0DzCyBxA

2222

1111  (4) 

Уравнение плоскости, записанное в такой форме называют общим уравнением пря-
мой. 

Общее уравнение неудобно для использования и от него можно перейти к канониче-
скому уравнению. 

Из уравнений плоскостей можно получить координаты их нормальных векторов.: 
P1:  A1x + B1y + C1z + D1 = 0  1111 C,B,An   
P2:  A2x + B2y + C2z + D2 = 0  2222 C,B,An   
Так как прямая L перпендикулярна векторам 1n  и 2n , то за направляющий вектор q


 

можно принять векторное произведение этих векторов 21 nnq 


. 
Координаты точки М0, лежащей на прямой, можно получить из системы уравнений 

приняв одну из координат, например z = 0. 
 
Задачи на прямую линию в пространстве. 
 
Угол между двумя прямыми. 
 
Пусть прямые L1 и L2 заданы каноническими уравнениями: 

L1: 
1

1

1

1

1

1
p

zz
n

yy
m

xx 





    1111 p,n,mq   

L2:  
2

2

2

2

2

2
p

zz
n

yy
m

xx 





   2222 p,n,mq   

Под углом между этими прямыми понимают угол между направляющими векторами 
 1111 p,n,mq   и  2222 p,n,mq  . 
Поэтому по формуле для косинуса угла между векторами получим: 
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2
2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

pnmpnm

ppnnmm
qq
qqcos









  

Условие параллельности прямых: 
2

1

2

1

2

1
21 p

p
n
n

m
mLL  , а условие перпендикуляр-

ности: 0ppnnmmLL 21212121   
 l1 l2 + m1 m2  + n1 n2  = 0. 
 
Угол между прямой и плоскостью. 
  
Пусть плоскость P задана уравнением Ax + By + Cz + D =0, а прямая L каноническим 

уравнением 
p
zz

n
yy

m
xx 000 





 . 

Углом между прямой и плоскостью называется любой из двух смежных углов, обра-
зованных прямой и ее проекцией на плоскость. 

Обозначим через φ – угол между  плоскостью P и прямой L, а θ – угол между векто-
ром нормали плоскости  C,B,An 


 и направляющим вектором прямой  p,n,mq


. 

qn
qncos



  




 cos
2

sinsin 





   

Поэтому  

222222 pnmCBA

CpBnAmsin



 . 

Если прямая L  параллельна плоскости P, то векторы q


и n


 перпендикулярны, по-
этому 0CpBnAm  , что является условием параллельности прямой и плоскости. 

Если прямая L  перпендикулярна плоскости P, то векторы q


и n


 параллельны, по-

этому
p
C

n
B

m
A

 , что является условием перпендикулярности прямой и плоскости. 

 
Пересечение прямой и плоскости. 
 

Задача. Найти точку пересечения прямой 
p
zz

n
yy

m
xx 000 





  и плоскости Ax + 

By + Cz + D =0. 
Для решения задачи необходимо найти решение системы уравнений: 

















0DCzByAx
p
zz

n
yy

m
xx 000

 

Это сделать легче если записать уравнения прямой в параметрическом виде: 
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0

0

0

zptz
ynty
xmtx

 

И затем подставить выражения для x, y и z в уравнение  плоскости. 
      0DzptCyntBxmtA 000   

Если прямая не параллельна плоскости найдем значение t: 

CpBnAm
DCzByAxt 000




  

Подставив которое в параметрические уравнения прямой, получим искомые коорди-
наты точки пересечения. 
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Дифференциальное исчисление функции одной переменной. 
Исходные понятия математического анализа. 

Под математическим анализом понимают совокупность разделов математики, по-
священных дифференциальному и интегральному исчислению. Дифференциальное ис-
числение функции одной переменной – это часть данного курса, в которой изучается 
дифференцирование функции и дальнейшее использование производных для исследова-
ния. Введем несколько основных понятий, которые применяются в дальнейшем при изу-
чении всего курса математического анализа. 

Основополагающим понятием курса дифференциального исчисления, а также мате-
матики вообще является понятие множества. Введем определение данного понятия. 

Множество – это совокупность, собрание каких-либо объектов произвольной при-
роды. Например: множество студентов института, множество молекул или атомов в дан-
ном теле,  множество камней на дороге и т.д. Объекты, входящие в данное множество, на-
зывают элементами множества. 

Множества обозначаются большими буквами А, В, …, Х, Y, … их элементы малень-
кими буквами a, b, …, x, y, …. Принадлежность элемента x множеству A записывают, как 

Ax , если x не входит в данное множество Ax . 
Предметом изучения дифференциального исчисления являются прежде всего число-

вые множества. Перечислим основные из числовых множеств и их обозначения. N = {1, 2, 
3,…} – множество натуральных чисел, Z = {…,-2, -1, 0, 1, 2, …} – множество целых 

чисел.Q – множество рациональных чисел, 
n
mQ  , где Zn,m  , 0n  . R – множество 

действительных (или вещественных) чисел, которые включают как рациональные, так и 
иррациональные числа. 

Понятие о переменной величине, является основным в математическом анализе.  
Определение. Переменной величиной называется всякая величина x , способная 

принимать различные значения. Или под  переменной величиной понимается такая вели-
чина, которая в процессе изучения какого – либо явления принимает хотя бы два различ-
ных значения. 

Определение.  Величина, которая при исследовании данного вопроса принимает 
только одно значение, называется постоянной. 

Можно также сказать, что постоянная величина – это такая переменная, все значе-
ния которой равны между собой. 

Совокупность изменения всех числовых значений переменной величины называется 
областью изменения этой переменной. Различают следующие простейшие области изме-
нения переменной x, называемые числовыми промежутками: 

1. открытый промежуток или интервал (a, b)  , т. е. совокупность всех чисел, за-
ключенных между a и b: a < x < b (точки a и b исключены); 

2. закрытый промежуток  или отрезок  [a, b], то есть a ≤ x ≤ b  (точки a и b вклю-
чены); 

3. полуинтервалы [a, b), то есть a≤ x < b   и (a, b], то есть a < x ≤ b  . 
4. бесконечные интервалы (промежутки). 
(-∞; b) → x < b ,  (-∞; b] → x ≤ b 
(a; +∞) → x >a , [a; +∞) → x ≥ a 
(-∞; +∞) → -∞ < x < +∞ 
Определение. Пусть x0 – любое действительное число (точка на числовой прямой). 

Окрестностью точки x0 называется любой интервал (a, b), содержащий точку x0.   
В частности, интервал (x0 – ε, x0 + ε), где ε  > 0, называется ε – окрестностью точки 

x0. Если точка x попадает в ε – окрестность точки x0, то выполняется неравенство 
 0xx . 
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Для сокращения записей в дальнейшем мы будем употреблять некоторые простей-

шие логические символы. Так запись   означает: «из предложения   следует пред-
ложение  ». Знаком   будем обозначать тот факт, что предложения   и   эквива-
лентны.  

Запись  :Ax  означает: «для всякого элемента Ax  имеет место предложение 
». Символ   называется квантором всеобщности.  

Запись  :By  означает «существует элемент By  , для которого имеет место 
предложение  ». Символ   называется квантором существования.  

Функция одной переменной. 
Определение 1. Пусть E  есть множество чисел и пусть в силу некоторого закона 

каждому числу x  из E  приведено в соответствие (одно) число y ; тогда говорят, что на 
E  задана функция (однозначная), которую записывают: )x(fy   Ex . 

Говорят, что y  есть функция одной переменной x , заданная на  E , потому что 
можно, как будет показано в следующих разделах курса, рассматривать функции многих 
переменных. 

Переменная x  называется независимой переменной или аргументом, y - зависи-
мой переменной или функцией. Можно обозначать функцию одним из следующих сим-
волов: )x(fy  , )x(yy  , )x(Fy  , )x(y   и т.п. 

Для функции )x(fy   значение )x(fy oo  , называется частным значением функ-
ции при oxx  . 

Функция и аргумент могут обозначаться и другими буквами, например )v(fu  , 
)t(S  , )(rr  . 

Определение 2. Совокупность всех значений аргумента x , при которых функция 
имеет определенные действительные значения, называется областью определения  или 
областью существования  функции. 

Примеры. 2RS   т.е. )R(fS     R0 ; xsiny  ,  x  ; 
 xlny  , 0x  . 
Определение  3. Пусть задана функция )x(fy   и декартова прямоугольная система 

координат Oxy . Множество точек на плоскости с координатами  )x(f,x , называется 
графиком функции )x(fy  . 

Способы задания функции. 
1. Аналитический – функция y  задана аналитически )x(fy  , если задано некоторое 

аналитическое выражение или формула, обозначающая действия, вы-
полняемые над переменной. 

 

Примеры:  xxy 4    ;  3R
4
3Q    ;  x3sin2z   

 

2. Табличный – задаются числовые значения переменной ix  и соответствующие им чи-
словые значения функции iy , или функция задается при помощи таблицы 
ее значений. 

 

1x  2x  3x  4x  … … … ix  

1y  2y  3y  4y  … … … iy  
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Последовательность. 
 
Определение. Если каждому натуральному числу n ( Nn ) по некоторому закону 

приведено в соответствие число {xn}, то этим определена числовая последователь-
ность   ...,x,x,xx 321n   (или просто последовательность). 

Под последовательностью можно также понимать функцию, заданную на множестве 
натуральных чисел. xn = f(n) 

Число xn – общий или n-ный член последовательности. 
 
 Способы задания последовательности. 
 
Наиболее частый способ задания последовательности формулой общего члена, кото-

рая позволяет вычислить любой член последовательности по его номеру n. 

Например. 
n
1xn  , 1ny 2

n  ,   n1z n
n   

Возможно также рекуррентное задание последовательности, когда следующий член 
последовательности задается на основании предыдущего. xn = f(xn-1)  Так, например, мож-
но задать арифметическую и геометрическую прогрессию. 

Определение. Последовательность {xn} называется ограниченной, если существует 
такое число M > 0,  что для любого Nn выполняется неравенство Mxn  . В противном 
случае последовательность называется неограниченной. 

Определение. Последовательность {xn} называется возрастающей (неубывающей), 
если  для любого n  выполняется неравенство xn+1 > xn (xn+1 ≥  xn). Аналогично определяет-
ся убывающая (невозрастающая) последовательность. 

Неубывающие и невозрастающие последовательности называют монотонными по-
следовательностями. 

Теорема (Вейерштрасса). Всякая монотонная ограниченная последовательность 
имеет предел. 

 
 Предел числовой последовательности. 
 
Определение. Число a называется пределом последовательности {xn}, если для люб-

лого положительного числа ε  найдется такое натуральное число N, что при всех n > N вы-
полняется неравенство  axn . 

В этом случае записывают axlimxlim nn
x




 или xn→∞ и говорят, что последова-

тельность {xn}(или переменная величина x) имеет предел равный числу a, или xn стремит-
ся к а. 

С помощью кванторов это определение можно записать так: 
  axNn:N0 n  

 
Геометрический смысл предела последовательности. 
 
Из неравенства  axn  →   axa n , что означает, что элемент xn нахо-

дится в ε – окрестности точки а. Поэтому геометрически определение последовательности 
можно сформулировать: число а называется пределом последовательности {xn}, если для 
любой ε – окрестности точки а найдется натуральное число N , что все значения xn, для 
которых n  > N, попадут в ε – окрестность точки а. 
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Предел функции. 
  
Определение 1. Число А называется пределом функции f в точке x0 (x→x0), если она 

определена на некоторой окрестности точки x0, за исключением быть может самой точки 
x0, если для любого положительного числа  ε найдется такое положительное число δ, что 
для всех x ≠  x0 , удовлетворяющих неравенству  0xx  выполняется неравенство 

   Axf . 
Записывают   Axflim

0xx



. 

Короткая запись этого определения. 
    Axfxx0:x00 0  

 
Геометрический смысл определения предела  xflimA

0xx
 . 

Если для любой ε – окрестности точки А найдется такая δ – окрестность точки x0, что 
для всех x ≠  x0 из этой δ –окрестности соответствующие значения функции f(x) лежат в ε – 
окрестности точки А. 

 
 
Определение 2. Пусть функция y = f(x) определена на промежутке (-∞; +∞). Число А 

называется пределом функции f(x) при x→∞, если для любого положительного числа  ε 
существует такое число M = M(ε) > 0, что при всех x, удовлетворяющих неравенству 

Mx  выполняется неравенство    Axf . 
Короткая запись: 

    axfMx:x0M0 0  
Геометрический смысл определения: 

0M0  , что при  M,x   или  ,,Mx   соответствующие значения 
функции  f(x) попадают в ε – окрестность точки А. 

 
Арифметические действия с пределами (основные теоремы о пределах). 
 
Рассмотрим теоремы, которые облегчают нахождение пределов функции. Формули-

ровка теорем аналогичны для x→x0 и x→∞, поэтому формулируем теоремы  только для 
первого случая. 

Теорема 1. Предел суммы (разности) двух функций равен сумме (разности) их пре-
делов. 
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        xflimxflimxfxflim 2
xx

1
xx

21
xx 000 

  

Теорема 2. Предел произведения двух функций равен произведению их пределов. 
        xflimxflimxfxflim 2

xx
1

xx
21

xx 000 
  

 Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак предела. 
    xflimCxfClim

00 xxxx 
  

 Следствие 2. Предел степени с натуральным показателем равнее той же степени 
предела. 

    
n

xx
n

xx
xflimxflim

00











 

Теорема 3. Предел дроби равен пределу числителя, деленному на предел знаменате-
ля, если предел знаменателя не равен нулю.  

 
 

 

 xflim

xflim

xf
xflim

2
xx

1
xx

2

1
xx

0

0

0














,   











0xflim 2

xx 0

 

 
Бесконечно большая и бесконечно малая величины. 
 
Определение 1. Переменная величина α(x) (функция) называется бесконечно малой 

при x→x0  (под x0 может быть ∞), если  
  0xlim

0xx



 . 

Это означает, что для любого числа ε > 0 найдется число такое δ > 0, что для всех x, 
удовлетворяющих неравенству  0xx0 , выполняется неравенство    x . 

    xxx0:x00 0  
Определение 2. Переменная величина β(x) называется бесконечно большой при 

x→x0  (под x0 может быть ∞), если для любого (сколь угодно большого) числа  М>0 суще-
ствует такое число δ > 0, что для всех всех x, удовлетворяющих неравенству 

 0xx0 , выполняется неравенство   Mx  . 
Можно условно сказать, что   


xlim

0xx
 , (хотя вообще говоря, это не совсем вер-

но, так как бесконечно большая величина предела не имеет), при этом, если начиная с не-
которого момента все значения величины принимают только положительные значения то 
говорят величина стремится к +∞ (→+∞) , а если отрицательные то → - ∞. 

 
Важные свойства бесконечно большой и бесконечно малой величин. 
 
Теорема 1. Частное от деления бесконечно малой величины на функцию, имеющую 

отличный от нуля предел, есть функция бесконечно малая. 

Т. е. если   0xlim
0xx




  и   axflim
0xx




, то  
  0
xf
xlim

0xx











  

Теорема 2. Частное от деления функции, имеющей отличный от нуля предел, на бес-
конечно малую величину, есть бесконечно большая величина. 

Т. е. если   0xlim
0xx




  и   axflim
0xx




, то  
  








 x

xflim
0xx 
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В случае когда и числитель, и знаменатель являются бесконечно малыми или беско-
нечно большими величинами результат деления заранее неизвестен и мы имеем дело с не-
определенными выражениями. 

Примеры. 1. Пусть 
n
1xn   , 0xlim n

x



 

2n n
1n2y 

 , 0ylim n
x




.  

xn  и yn – бесконечно малые величины. 
 

  2
n

1n2lim
n

n1n2lim

n
1
n

1n2

lim
x
ylim

x2x

2

xn

n
x














 

2. Пусть 
n
1xn   , 0xlim n

x



 

2n n
1y  , 0ylim n

x



.  

xn  и yn – бесконечно малые величины. 
 




nlim
n

nlim

n
1
n
1

lim
y
xlim

x

2

x
2

xn

n
x

 

3. Пусть  
n
1x

n

n


  , 0xlim n
x




 

n
1yn  , 0ylim n

x



.  

xn  и yn – бесконечно малые величины. 
 

 
 n

x

n

xn

n
x

1lim

n
1
n
1

lim
y
xlim 






 

Эта величина предела не имеет. 
 
Раскрытие неопределенных выражений (неопределенностей). 
  
Определение. Дробь, у которой и числитель и знаменатель – переменные величины 

стремящиеся к нулю, называется неопределенностью вида 
0
0 . 

 

Кроме неопределенностей вида 
0
0  существуют неопределенности вида: 

 

 ,  , 0 , 1 , 0 , 0 . 

1. Неопределенность вида 

 , заданная отношением двух многочленов. 
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Чтобы раскрыть такую неопределенность надо и числитель и знаменатель разделить 
на самую высокую степень x, входящую в них (вынести за скобки x в наивысшей степени). 

Пример.  

 











 







 






32

32

x
32

3

32
3

x2

3

x

x
11

x
9

x
4

x
2

x
53

lim

x
11

x
9

x
4x

x
2

x
53x

lim
11x9x4
2x5x3lim  

2. Неопределенность вида 
0
0 , заданная отношением двух многочленов.  

Чтобы раскрыть неопределенность такого вида, заданную в форме  
 xQ
xPlim

m

n
xx 0

 надо 

в числителе и знаменателе выделить критический множитель (x – x0) и сократить дробь на 
него. 

Замечания: а) Критический множитель это множитель равный нулю при предельном 
значении x. Он обязательно выделяется и в числителе и в знаменателе, так как x = x0 явля-
ется корнем обоих многочленов, а потому эти многочлены на основании следствия теоре-
мы Безу делятся на x – x0 без остатка. 

б) Возможно, что операцию сокращения на критический множитель придется проде-
лать несколько раз. 

Пример. 

 

  3
5

4
1x4

3
2x3

lim

4
1x1x4

3
2x1x3

lim
1x5x4

2xx3lim
1x1x2

2

1x








 







 








 







 






 

3. Неопределенность 
0
0 , заданная иррациональными выражениями. 

Данный случай раскрытия неопределенности сводится к предыдущему случаю после 
преобразований, которые позволяют избавиться от иррациональности. 

   







 









 






 




 





 13x2x8

43xlim
23x2x8

23x23x
lim

2x8
23xlim

23

2

1x23

22

1x3

2

1x
 

 
   

    




 




 






 







 




 13x4x82x82x8

4x82x81x
lim

13x2x8

1xlim
23233

3232

1x23

2

1x
 

   
 

    
 







 






 







 






 


 13x1x8

4x82x81x1x
lim

13x8x8

4x82x81x
lim

2

323

1x2

3232

1x
 

   
4
3

13x8

4x82x81x
lim

2

323

1x







 






 




 

 
Первый замечательный предел. Тригонометрические неопределенности. 
 
При вычислении пределов функций, которые содержат тригонометрические выраже-

ния  часто используют предел:  
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1
x

xsinlim
0x




 

Это первый замечательный предел. 
 

 
На основании формулы первого замечательного предела легко доказать, что  

1
xsin

xlim
0x




, 1
x

tgxlim
0x




, 1
tgx
xlim

0x



. 

Пример. 1. 
 x

axsinlim
0x

 

Положим ax =α, отсюда 
a

x 
 . Если x→0, то при α→0, поэтому 

a1asinlimasinalimsinlim
x
axsinlim

0000x


 










a

 

2. 
5
3

x
x5sin

x
x3sin

lim
x5sin
x3sinlim

0x0x



 

 
Второй замечательный предел. 
 

Рассмотрим последовательность 
n

n n
11x 





  . 

Ее значения x1 = 2, x2= 2,25, x3 = 2,370, x4 = 2,441, x5 = 2,488. Мы видим, что последо-
вательность возрастающая, т.е. монотонная. Если мы найдем ее дальнейшие значения, то 
x10 = 2,594, x100 = 2,705, x1000 = 2,717, x10000 = 2, 718. Очевидно, что для n  ≥ 5, xn  <  3. Таким 
образом последовамтельность ограничена.  

Так как переменная 
n

n n
11x 





  возрастает и ограничена, то она имеет конечный 

предел (на основании теоремы Вейерштрасса), то есть существует 
n

n n
11lim 





 


. 

Предел переменной 
n

n
11 





  называется числом e. 

e
n
11lim

n

n







 


 

Число е – иррациональное. Можно показать, что е = 2,718281828459…, но можно ис-
пользовать приближение е = 2, 72. 

Можно доказать, что к числу е будет стремиться функция  
x

x
11xf 





   при x → ∞, 

т.е. 

e
x
11lim

x

x







 


 

Если в равенстве положить 
x
1 ( α → 0  при  x → ∞), оно запишется в виде 
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  e1lim
1

0






 . 

Эти равенства называются вторым замечательным пределом. 
Они используются при раскрытии неопределенностей вида 1 , 0 , 0 . 
Следствия из формулы второго замечательного предела: 

  1
x

x1lnlim
0x





, 1

x
1elim

x

0x





,   1
x

1x1lim
a

0x





. 

 
Односторонние пределы функции. 
 
В определении предела функции   Axflim

0xx



 считается, что x стремиться к x0 лю-

бым способом: оставаясь меньшим, чем x0 (слева от x0), большим чем x0 (справа от x0) или 
колеблясь около точки, x0. 

Бывают случаи, когда способ приближения аргумента x к x0 существенно влияет на 
значение предела функции. Поэтому вводят понятия односторонних пределов. 

Определение. Число А1 называется пределом функции y = f(x)  слева в точке x0, если 
для любого числа ε > 0 существуетс число δ = δ(ε) > 0 такое, что при  00 x,xx  вы-
полняется неравенство    1Axf . 

Предел слева обозначают:   1
0xx

Axflim
0




. 

Аналогично определяется предел функции справа. Его мы запишем с помощью сим-
волов: 

 
      200 Axfx,xx:x00  

Обозначение:   2
0xx

Axflim
0




. 

Пределы функции слева и справа называются односторонними пределами. Очевид-
но, если существует   Axflim

0xx



, то существуют и оба односторонних предела, причем 

А = А1 = А2. 
Теорема (о пределе монотонной функции). Если функция f(x) монотонна и ограни-

чена при x < x0 или при x > x0 , то существует соответственно ее левый предел 
  1

0xx
Axflim

0




 или ее правый предел   2
0xx

Axflim
0




. 

Если существуют оба предела и они равны, то существует предел   Axflim
0xx




. Ес-

ли же А1 ≠ А2, то предела не существует. 
Примеры. 

1. x2
1

02x
4lim 


 

Для того чтобы найти предел при x→2 справа будем находить значения функции  
при x > 2, постепенно приближаясь к аргументу 2, то есть, например при x = 2,5, x = 2,1, x 
= 2,01, x = 2,001.  Запишем соответсвенные значения функции в таблицу. 

x 2,5 2,1 2,01 2,001 

x2
1

4   0,0625 9,53674E-07 6,22E-61 0 

Мы видим, что функция имеет предел справа 04lim x2
1

02x



. 



© Лекции подготовлены доц. Мусиной М.В. 

Теперь проделаем те же действия слева.  
x  1,5 1,9 1,99 1,995 

x2
1

4   
 

16 1048576 1,61E+60 2,6E+120 
Также очевидно, что данная функция предела не имеет, но можно записать 




x2
1

02x
4lim  
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Под окрестностью символа - ∞ понимается любой интервал (- ∞, a), а под окрестно-

стью символа + ∞ любой интервал (b, + ∞) 
 2.  xarctglim

x 
 

При x→ +∞. 
x 10 100 1000 10000 100000 

arctg(x) 1,471128 1,560797 1,569796 1,570696 1,570786 

То есть  
2

xarctglim
x





. 

x -10 -100 -1000 -10000 -100000 
arctg(x) -1,471128 -1,560797 -1,569796 -1,570696 -1,570786 

 

 
2

xarctglim
x





 

 
Непрерывность функции. 
  
Пусть функция y = f(x)   определена в точке x0 и в некоторой окрестности этой точки. 

Функция y = f(x) называется непрерывной в точке x0, если существует предел функции в 
этой точке и он равен значению функции в этой точке, т.е.  

   0
xx

xfxflim
0




 (1). 

Равенство (1) означает выполнение трех условий: 
1) функция f(x) определена в точке x0 и в ее окрестности; 
2) функция f(x) имеет предел при x→x0; 
3) предел функции в точке x0 равен значению функции в этой точке, то есть выпол-

няется равенство (1). 
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Это означает, что при нахождении предела непрерывной функции f(x)  можно перей-
ти к пределу под знаком функции. То есть в функции f(x) вместо аргумента x подставить 
его предельное значение x0. 

Еще одно определение непрерывности функции можно дать, опираясь на понятия 
приращения аргумента и функции. 

Пусть функция y = f(x) определена в некотором интервале (a; b). Возьмем произволь-
ную точку  b;ax0  . Для любого  b;ax   разность x – x0 называется приращением ар-
гумента x в точке x0 и обозначается ∆x. ∆x = x – x0. x = ∆x + x0. 

Разность соответствующих значений функций f(x) - f(x0) называется приращением 
функции f(x) в точке x0 и обозначается ∆y (или ∆f, или ∆f (x0)): ∆y = f(x) - f (x0) или ∆y = f(x0 
+ ∆x) - f (x0).  

 
Очевидно, что приращения ∆x  и ∆y могут быть как положительными, так и отрица-

тельными числами. 
Перепишем равенство    0

xx
xfxflim

0




 используя обозначения приращений.  

x→x0  можно переписать как x -  x0→ 0, т.е. ∆x→ 0. 
     0xfxflim 0

xx 0




 или 0ylim
0x




 (2). 

То есть функция y = f(x)  называется непрерывной в точке x0, если она определена в 
точке x0 и ее окрестности и выполняется равенство (2), т.е. бесконечно малому прираще-
нию аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции. 

Функция y = f(x) называется непрерывной в интервале (a; b), если она непрерывна в 
каждой точке этого интервала. 

Функция y = f(x)  называется непрерывной на отрезке [a; b], если она непрерывна в 
интервале и в точке она непрерывна справа (т. е.    afxflim

0ax



 ), а в точке непрерывна 

слева (т.е.    bfxflim
0bx




). 

 
Теоремы о непрерывных функциях. 
 
Теорема 1. Сумма, произведение и частное двух непрерывных функций есть функ-

ция непрерывная (для частного за исключением тех значений аргумента, в которых дели-
тель равен нулю). 

Теорема 2. Пусть функция u = φ(x) непрерывна в точке  x0, а функция y = f(u) непре-
рывна в точке u0 = φ(x0). Тогда сложная функция f(φ(x)), состоящая из непрерывных функ-
ций, непрерывна в точке x0. 

Теорема 3. Если функция y = f(x) непрерывна и строго монотонна на [a; b] оси Ох, то 
обратная функция x = φ(y) также непрерывна и монотонна на соответствующем отрезке [c; 
d] оси Оy. 
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Свойства функций, непрерывных на отрезке. 
  
Теорема 1. (Вейерштрасса). Если функция непрерывна на отрезке, то она достигает 

на этом отрезке своего наибольшего и наименьшего значений. 
То есть существуют точки  b,a  и  b,a , такие что f(α) ≤  f(x) ≤ f(β) 
 b,ax  . 
Следствие. Если функция непрерывна на отрезке, то она ограничена на нем. 
То есть 0M  , такое, что    b,ax,Mxf  . 
Теорема 2. (о промежуточном значении) (Больцано – Коши). Если функция y = 

f(x) непрерывна на отрезке [a; b] и  afA  , а  bfB  -  значения функции на концах от-
резка, то BCA:C   существует такое значение аргумента x*, что f(x*) = C. 

Следствие. Если функция y = f(x) непрерывна на отрезке [a; b]  и на его концах при-
нимает значения разных знаков, то внутри отрезка [a; b]  найдется хотя бы одна точка с 
такая, в ней функция f(x)  обращается в ноль f(с) = 0. 

 
Производная функции. 

  
Понятие производной является одним из основных математических понятий. Произ-

водная широко используется при решении целого ряда задач математики, физики и других 
наук, в особенности при изучении скорости разных процессов. 

 
Задачи, приводящие к понятию производной. 

 
Задача о касательной. 

Возьмем точки М и М1, лежащие на непрерывной кривой L. Прямую, проходящую 
через эти точки, называют секущей. Если точка  М1 будет двигаться по кривой по направ-
лению к М, то секущая, поворачиваясь около точки М, стремится к некоторому предель-
ному положению МТ. 

Определение. Касательной к данной кривой в данной точке М называется пре-
дельное положение МТ секущей ММ1, проходящей через точку М, когда вторая точка пе-
ресечения М1 неограниченно приближается по кривой к точке М. 

  
Задача. Зная уравнение непрерывной линии y = f(x) найти уравнение касательной в 

данной ее точке. 
Рассмотрим график непрерывной кривой y = f(x), имеющей в точке М (x, y) неверти-

кальную касательную. Найдем ее угловой коэффициент k = tg α, где α – угол касательной с 
осью Ох. 

Для этого возьмем на кривой точку М1 с абсциссой x+∆x и проведем секущую ММ1. φ 
– угол наклона секущей. Очевидно, что угловой коэффициент секущей 

   
x

xfxxf
x
ytgkсек 



 

   

Устремим точку М1 к точке М. То есть ∆x→0. В силу непрерывности функции f(x) 
∆y→0 и точка М1 неограниченно приближается по кривой к точке М, а секущая стремится 
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к своему предельному положению касательной МТ. При этом φ→α, и если касательная не 
перпендикулярна оси Ох,  то в силу непрерывности tgx  tg φ → tg α. Таким образом полу-
чим угловой коэффициент касательной 

   
x

xfxxflim
x
ylimtglimtgk

0x0x0x 











 . 

Предел, стоящий в правой части равенства называют производной функции f(x) и 

обозначают одним из символов y  ,  xf  , 
dx
dy ,  xfx , xy  . 

   
x

xfxxflim
x
ylimy

0x0x 











. 

Таким образом, мы получили, что угловой коэффициент касательной равен значению 
ее производной в точке касания. 

ytgk    
Определение. Производной функции y = f(x) в точке x0 называется предел отношения 

приращения функции к приращению аргумента, когда приращение аргумента стремится к 
нулю. 

   
x

xfxxflimy 00
0x 








 

Функция y = f(x), имеющая производную в каждой точке интервала  (a; b)  называет-
ся дифференцируемой в этом интервале, а операция нахождения производной функции 
называется дифференцированием. 

 
Физический и геометрический смысл производной. Уравнение касательной и 

нормали к кривой. 
 
Обобщая, можно сказать, что если функция y = f(x) описывает какой-либо физиче-

ский процесс, то производная y' есть скорость протекания этого процесса. В этом со-
стоит физический смысл производной. 

Вернемся к задаче о касательной. Мы нашли, что угловой коэффициент равен 
ytgk   , то есть   ktgxf   , то есть производная f '(x) в точке х равна угловому 

коэффициенту касательной к графику функции y = f(x) в точке абсцисса которой равна х. 
В этом заключается геометрический смысл производной. 

 
Пусть точка касания М  имеет координаты (x0, y0), тогда ее угловой коэффициент             

k = f '(x0). Так как касательная пройдет через точку касания М, используем уравнение (из 
аналитической геометрии)  00 xxkyy   и перепишем его в виде 

  )xx(xfyy 000   
Это уравнение касательной. 
Прямая, перпендикулярная касательной в точке касания, называется нормалью к 

кривой. 
Так как нормаль перпендикулярна касательной используем условие перпендикуляр-

ности для нахождения ее углового коэффициента. 

 0кас
норм xf

1
k

1k


 . 
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Поэтому уравнение нормали: 

  )xx(
xf
1yy 0

0
0 


 ,   0xf 0  . 

 
Основные правила дифференцирования функций. 
  
Пусть функции u = u(x) и  v = v(x) – две дифференцируемые в некотором интервале 

(a; b)  функции. 
1. Производная суммы (разности) двух функций равна сумме (разности) производ-

ных этих функций. 
vu)vu(   

2. Производная произведения двух функций равна произведению первого сомножи-
теля на второй плюс произведение первого сомножителя на производную второго: 

uvvu)vu(  . 
Доказательство: 

vuy   
uv)vv)(uu(y   uvvuvuuvuvy  


 x

vulim
x
vulim

x
uvlim

x
ylim

0x0x0x0x 












vuuv)uv(   

Следствие: Постоянный множитель можно выносить за знак производной. 
  uCuCy   

3. Производная частного двух функций 
 
 xv
xu , если v '(x) ≠ 0  равна дроби, числитель 

которой есть разность произведений знаменателя дроби на производную числителя и чис-
лителя дроби на производную знаменателя, а знаменатель есть квадрат прежнего знамена-

теля: 2v
uvvu

v
u 









 , v '(x) ≠ 0.  

 
Производная сложной и обратной функций. 
  
Пусть y = f(u) и u = φ(x), тогда y = f(φ(x)) – сложная функция с промежуточным аргу-

ментом u и независимой переменной x. 
Теорема. Если функция u = φ(x) имеет производную ux' в точке х, а функция y = f(u)  

имеет производную  yu' в соответствующей точке u = φ(x), то сложная функция y = f(φ(x))  
имеет производную yx' в точке х, которая находится по формуле xux uyy  . 

То есть для нахождения производной сложной функции надо производную данной 
функции по промежуточному аргументу умножить на производную промежуточного 
аргумента по независимой переменной. 

Это остается в силе, если промежуточных аргументов несколько.  
Правило. Если подлежащая дифференцированию функция является результатом це-

лого ряда действий над переменной х, то за промежуточный аргумент следует принять ре-
зультат всех этих действий кроме последнего. 

 Теорема. Если функция y = f(x)  строго монотонна на интервале (a; b)  и имеет не-
равную нулю производную f '(x)  в произвольной точке этого интервала, то обратная ей 
функция x = φ(y) также имеет производную φ '(y)  в соответствующей точке, определяе-

мую равенством    xf
1y


  или 
x

y y
1x


 . 

Таким образом, производная обратной функции равна обратной величине произ-
водной данной функции 
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Таблица производных. 
 

Все выведенные правила дифференцирования элементарных функций запишем в ви-
де таблицы. Поскольку на практике чаще приходится находить производные от сложных 
функций в таблице формул аргументом является промежуточный аргумент u. 

1.   0C  ; 

2.   uunu 1nn 
  , частный случай   u

u2
1u 


; 

3.   ualnaa uu 


, частный случай   uee uu 


; 

4.   u
alnu

1uloga  , частный случай   u
u
1ulog  ; 

5.   uucosusin  ;  6.   uusinucos  ; 

7.   u
ucos

1tgu 2
 ; 8.   u

usin
1ctgu 2

 ; 

9.   u
u1

1uarcsin
2




 ;   10.   u
u1

1uarccos
2




 ; 

11.   u
u1

1arctgu 2



 ; 12.   u

u1
1arcctgu 2




  

13.   uchushu  ;  14.   ushuchu  ; 

15.   u
uch

1thu 2
 ;  16.   u

ush
1cthu 2

  

 
Для вычисления производных надо знать лишь правила дифференцирования и фор-

мулы производных основных элементарных функций. 
   
Особые случаи дифференцирования. 
 
Логарифмическое дифференцирование. 
 
В некоторых случаях перед вычислением производной полезно предварительное ло-

гарифмирование. Таким образом, например, можно продифференцировать степенно-
показательную функцию y = uv,  где u(x) и v(x) – заданные дифференцируемые функции от 
х. 

Найдем производную этой функции. Сначала логарифмируем функцию. 

 ulnvulnyln v  u
u
1vulnvy

y
1  







  u

u
1vulnvyy 






  u

u
1vulnvuy v  

Получаем формулу дифференцирования: 

  uuvvulnuu 1vvv 
   

Формула достаточно сложна для запоминания, поэтому можно дифференцировать 
такие функции по указанной схеме. 

Примеры. 1.  arctgxxsiny   

    xsinlnarctgxxsinlnyln arctgx   
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 xsinln
x1

1arctgxxsinlnxsinlnactgxy
y
1

2

 
arctgxctgx

x1
xsinlnarctgxxcos

xsin
1

2 


  

   






 


 arctgxctgx

x1
xsinlnxsiny 2

arctgx  

2. В некоторых случаях логарифмическое дифференцирование применяют, хотя 
можно найти производную с помощью формул дифференцирования. Это делает диффе-
ренцирование менее громоздким. 
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5 22
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Производные высших порядков. 
 
Производная y' = f'(x) функции y = f(x) есть также функция от x и называется произ-

водной первого порядка. 
Если функция f'(x) дифференцируема, то ее производная называется производной 

второго порядка и обозначается y'' (или f'' (x), 2

2

dx
yd ). 

Аналогично можно определить производные третьего порядка. 
y''' =( y'') '. 
Производной n – ного порядка (или n – ной производной) называется производная от 

производной n – 1  порядка. 
     1nn yy . 

Производные порядка выше первого называется производными высших порядков. 
Обозначение: начиная с производной четвертого порядка римскими цифрами или числами 
в скобках.  

Например: IVy ,  5y  - производные четвертого и пятого порядков. 
 
Дифференциал функции. 
 
Определение. Дифференциалом функции y = f(x) в точке x называется произведение 

ее производной на приращение независимой переменной. 
dy = f' (x) ∆x.  
При f(x) = x получим f' (x) = 1 и dx = ∆x. То есть дифференциал независимой пере-

менной равен приращению этой переменной. 
Поэтому записывают 
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dy = f' (x) dx.  
 
Геометрический смысл дифференциала. 
 
Проведем касательную МТ к графику функции 

y = f(x) в точке М(x, y). Дадим аргументу x 
приращение ∆x и найдем ординату B касательной в 
точке x + ∆x . Из прямоугольного треугольника 

МАВ: 
x

AB
tg


 , т.е. xtgAB   . На 

основании геометрического смысла производной 
 xftg  , поэтому   xxfAB   или 

dyAB  . 
Дифференциал функции y = f(x) в точке x 

равен приращению ординаты касательной к графику функции в этой точке, когда  x полу-
чит приращение ∆x. 

В этом состоит геометрический смысл дифференциала. 
На рисунке отрезки AM1 и АВ изображают соответственно приращение функции  ∆y 

и дифференциал dy. Найдем разницу между ∆y и dy. 

Так как 
x
ylimy

0x 


 
 , то можно записать 

 0
x
yy  


  при ∆x→0,  то есть α – бесконечно малая величина. 

 

 y
x
y


   xxyy     

Учитывая, что ∆x = dx запишем xdyxdxyy    . 
Таким образом, приращение функции представляет собой сумму двух слагаемых 

дифференциала функции и α∆x. Второе слагаемое есть бесконечно малая величина. 
Поэтому часто дифференциал функции называют главной частью приращения 

функции. 
pdyy   

Т. е. истинное приращение функции с большой степенью точности можно заменить 
ее дифференциалом. 

dyy   
 
 
Основные теоремы дифференциального исчисления. 
 
Теорема Ролля.  Если функция f(x)  непрерывна на отрезке [a; b], дифференцируема 

на интервале (a; b)  и на концах отрезка принимает одинаковые значения f(a)   = f(b) , то 
найдется хотя бы одна точка  b,ac   в которой производная f’(x)  обращается в нуль, то 
есть f’(c) = 0 . 

Геометрически теорема Ролля означает, что на графике функции y = f(x) найдется хо-
тя бы одна точка, в которой касательная к графику параллельна оси Ох. 
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Теорема Лагранжа. Если функция f(x)  непрерывна на отрезке [a; b], дифференци-

руема на интервале (a; b), то найдется хотя бы одна точка  b,ac   такая, что выполняет-
ся равенство 

      abcfafbf  . 
Эту формулу называют формулой Лагранжа или формулой о конечном прираще-

нии. 
     cf

ab
afbf 


  

Данная формула имеет простой геометрический смысл. Величина 
   

ab
afbf


  это уг-

ловой коэффициент секущей АВ, а  cf  - угловой коэффициент касательной к графику 
функции  y = f(x)  в точке с. Следовательно, на графике функции y = f(x)  найдется такая 
точка С(c, f(с)) в которой касательная к графику функции параллельна секущей АВ. 

 
Следствие из теоремы Лагранжа. (Признак постоянства функции). Если производная 

функции равна нулю на некотором промежутке, то функция постоянна на этом промежут-
ке. 

Теорема Коши. Если функции f(x) и φ(x) непрерывнs на отрезке [a; b], дифференци-
руемs на интервале (a; b), причем φ'(x) ≠ 0, то найдется хотя бы одна точка  b,ac   та-
кая, что выполняется равенство 

   
   

 
 c
cf

ab
afbf

 




 . 

 
Теорему Лагранжа можно рассматривать как частный случай теоремы Коши. 
 
Правило Лопиталя. (Раскрытие неопределенностей.) 
 
Теорема. Пусть функции f(x) и g(x) непрерывны и дифференцируемы в окрестности 

точки x0 и обращаются в нуль в этой точке f(x0) = g(x0) = 0. Если существует предел  
 
  A
xg
xflim

0xx






, то 

 
 

 
  A
xg
xflim

xg
xflim

00 xxxx








. 

 
Исследование функций при помощи производных. 

 
 Одним из приложений производной является ее применение к исследованию функ-

ций и построению графика функции. 
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Возрастание и убывание функций. 

 
Теорема. (необходимый признак). Если дифференцируемая на интервале (a; b) 

функция f(x) возрастает (убывает), то f’(x) ≥ 0 (f’(x) ≤ 0) для  b,ax  . 
Доказательство: 
Пусть функция f(x) возрастает на интервале (a; b). Возьмем произвольные точки x и  

x +∆x  на интервале (a; b) и рассмотрим отношение 
   

x
xfxxf

x
y





 

 . Функция f(x) возрастает, 

поэтому если ∆x  > 0 то x +∆x  > x и f(x +∆x) > f(x). Если  
∆x  < 0 то x +∆x  < x и f(x +∆x) < f(x). В обоих случаях 

    0
x

xfxxf
x
y









 . По условию теоремы 

функция f(x) имеет производную в точке x, 
следовательно 

      0
x

xfxxflim
x
ylimxf

0x0x





 






. 

Аналогично можно рассмотреть случай функции f(x), убывающей на интервале (a; b). 
Геометрически это означает, что касательные к графику возрастающей дифференци-

руемой функции образуют острые углы с положительным направлением оси Ох. 
Теорема. (достаточный признак). Если функция f(x)  дифференцируема на интер-

вале (a; b) и f’(x) ≥ 0 (f’(x) ≤ 0)  b,ax  , то эта функция возрастает (убывает) на интер-
вале (a; b). 

 
Экстремум функции. 

 
Определение. Точка называется x0 точкой 

максимума функции y = f(x), если существует такая δ – 
окрестность точки x0, что для всех x  ≠  x0  из этой 
окрестности выполняется неравенство f(x) <  f(x0).   

Аналогично, x0  - точка минимума функции, если  
   00 xfxfxx0:0    . 

Значение функции в точке максимума (минимума) называется максимумом (мини-
мумом) функции. Максимум (минимум) функции называется экстремумом функции. 

Понятие экстремума связано с определенной окрестностью точки из области опреде-
ления функции. Поэтому функция может иметь экстремум лишь во внутренних точках 
области определения. 

Теорема. (необходимое условие экстремума). Если дифференцируемая функция     
y = f(x) имеет экстремум в точке x0, то ее производная в этой точке равна нулю: f’(x0) = 0. 

Геометрически равенство f’(x0) = 0 означает, что в точке экстремума дифференци-
руемой функции y = f(x)  касательная к ее графику параллельна оси Ох.  

Обратная теорема неверна: то есть если f’(x0) = 0, то это не значит что x0  - точка экс-
тремума. 

Существуют функции, которые в точках экстремума не имеют производной. Поэто-
му, непрерывная функция может иметь экстремум лишь в точках, где производная функ-
ции равна нулю или не существует. Такие точки называются критическими. 

Теорема. (достаточное условие экстремума). Если непрерывная функция y = f(x)  
дифференцируема в некоторой δ – окрестности критической точки x0 и при переходе через 
нее (слева направо) производная f’(x) меняет знак с плюса на минус, то x0 есть точка мак-
симума, с минуса на плюс, то x0 – точка минимума. 
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Схема исследования функции на экстремум: 
1. Найти критические точки функции y = f(x)  . 
2. Выбрать те точки, которые являются внутренними точками области определения 

функции. 
3. Исследовать знак производной f’(x) слева и справа от каждой критической точки. 
4. Определить точки экстремума в соответствии с достаточным условием и вычис-

лить значения функции в них. 
Иногда бывает удобным использовать другой достаточный признак сущесвования 

экстремума, основанный на определении второй производной. 
Теорема. Если в точке x0 первая производная функции равна нулю (f’(x0) = 0), а вто-

рая производная в точке x0 существует и отлична от нуля (f’’(x0) ≠ 0), то при f’’(x0) < 0 в 
точке x0 функция имеет максимум и минимум при f’’(x0) > 0. 

 
 Наибольшее и наименьшее значение функции на отрезке. 
 
Пусть функция y = f(x)  непрерывна на отрезке [a; b]. Нам известно, что такая функ-

ция достигает своих наибольшего и наименьшего значений. Эти значения функция может 
принять либо во внутренней точке x0 отрезка [a; b], либо на границе отрезка, т.е. при x0 = a 

или x0 = b. Если  b,ax0  , то точку x0  следует искать среди критических точек данной 
функции. 

 
Правило нахождения наибольшего и наименьшего значений 

 функции на отрезке [a; b]. 
1. Найти критические точки функции на интервале (a; b).  
2. Вычислить значения функции в найденных критических точках и на концах от-

резка, то есть в точках x = a  и  x = b. 
3. Выбрать из всех чисел наибольшее и наименьшее значения. 
  

Выпуклость и вогнутость графика функции. Точки перегиба. 
 

Рассмотрим график функции y = f(x). Левее точки М касательные, проведенные к 
графику функции, находятся выше графика функции. Говорят, что в таком случае график 
является выпуклым вверх (выпуклым). Правее точки М все наоборот. Касательные лежат 
ниже графика функции и здесь график обращен выпуклостью вниз, то есть является во-
гнутым. 

 
Определение. График дифференцируемой функции называется выпуклым вниз (вы-

пуклым)на интервале (a; b), если  b,ax   соответствующая часть кривой расположена 
выше касательной и выпуклым вверх (вогнутым), если соответствующая часть кривой 
расположена ниже касательной, проведенной к любой ее точке. 
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Точка графика непрерывной функции, отделяющая его части разной выпуклости, на-
зывается точкой перегиба. 

Заметим, что угловой коэффициент касательных на участке (а, с) уменьшается, что 
означает что функция y' – убывающая, и , следовательно, y'' < 0, аналогично на участке (с, 
b) y'  возрастает, и y'' > 0. То есть для исследования интервалов выпуклости и вогнутости 
будем использовать вторую производную. 

Теорема. Если функция y = f(x) во всех точках интервала имеет отрицательную вто-
рую производную, т.е. f’’(x) < 0, то график функции в этом интервале выпуклый вверх. Ес-
ли же f’’(x) > 0   b,ax  – график выпуклый вниз. 

Теорема. (достаточное условие существования точек перегиба). Если вторая про-
изводная  f’’(x) при переходе через точку x0, в которой она равна нулю или не существует, 
меняет знак, то точка графика с абсциссой x0 есть точка перегиба. 

  
Асимптоты графика функции. 

 
При исследовании функции  для построения ее графика 

необходимо знать его асимптоты. Асимптоты могут быть 
вертикальными, наклонными и горизонтальными. 

Асимптотой кривой называется прямая, расстояние до 
которой от точки, лежащей на кривой, стремиться к нулю при 
неограниченном удалении от начала координат этой точки по 
кривой. 

Определение. Говорят, что прямая является вертикальной асимптотой графика 
функции y = f(x), если   


xflim

0ax
 или   


xflim

0ax
. 

Уравнение наклонной асимптоты записывается в виде y = kx + b. 
Теорема. Для того, чтобы график функции y = f(x) имел при x →+∞ (x →+∞) наклон-

ную асимптоту необходимо и достаточно, чтобы существовали конечные пределы: 
  k
x
xflim

x



 и    bkxxflim

x



 и тогда прямая y = kx + b есть асимптота. 

  
Общая схема исследования функции и построение графика. 

  
1. Найти область определения функции. Если функция имеет точки разрыва, 

определить их вид с помощью односторонних пределов. Определить верти-
кальные асимптоты. 

2. Найти (если это возможно) точки пересечения графика с осями координат. 
3. Найти интервалы знакопостоянства функции (решив неравенства f(x) > 0  

(f(x) < 0)). 
4. Выяснить, является ли функция четной, нечетной или общего вида. 
5. Найти наклонные асимптоты графика функции. 
6. Найти интервалы монотонности функции. 
7. Найти экстремумы функции. 
8. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графика функции. 
На основании проведенного исследования построить график функции. 
 

Пример. 
 

4x
3xy

2




  

1. Область определения:     :44;x  . Функция не определена в точке        x 
= 4. Исследуем ее на разрыв. 
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 4x
3xlim
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04x
 

 





 4x
3xlim

2

04x
  

Таким образом x = 4 – вертикальная асимптота. 

2. Пересечение с осью Ох: Решаем уравнение 
  0

4x
3x 2



 , x = -3. 

Пересечение с осью Оy: При x = 0 y = -9/4.  

3. 
  0

4x
3x 2



  при   :4x , 

  0
4x
3x 2



  при  4;x  . 

4. Функция общего вида. 

5. 
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Наклонная асимптота: y = x + 10. 
 
6. Возрастание и убывание. 
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Критические точки x = -3, x = 11. 
x (-∞, -3) -3 (-3, 4) 4 (4, 11) 11 (11, +∞) 

f’(x) + 0 - - - 0 + 
f(x) возрастает 0 убывает - убывает 28 возрастает 

7. Экстремумы в точках x = -3 – максимум, x = 11 – минимум. 
8. Выпуклость и вогнутость. 
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Нет критических точек второго порядка. 
x (-∞, 4) 4 (4, +∞) 

f’’(x) - - + 
f(x) вогнута - выпукла 

 
Теперь можно нарисовать график: 
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